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Introduzione

Scopo di questa tesi € lo studio dell’oscillatore armonico quantistico a
temperatura finita.
Introdurremo, nel Capitolo 1, il concetto di oscillatore quantistico e lo stu-
dieremo a temperatura zero. Nel Capitolo 2 vedremo il comportamento dello
stesso a temperature diverse da zero, facendo un confronto con l'oscillatore
classico. La difficolta nel considerare un sistema quantistico a temperature
diverse dallo zero nasce dalla impossibilita di definire gli autostati di ener-
gia. Sara quindi necessario lo studio della probabilita di distribuzione di un
generico osservabile, con l'introduzione dell’operatore densitda. Sard quindi
necessario introdurre il concetto di funzione di partizione Z, quantitd che
esprime le proprietd statistiche del nostro oscillatore all’equilibrio termodi-
namico. Gli osservabili termodinamici infatti, quali entropia, energia libera,
energia totale, possono essere espresse in funzione di Z. Nel Capitolo 3 in-
trodurremo il concetto di path-integral a temperatura finita e vedremo come
I'interpretazione di Feynman sia perfettamente coerente.



Capitolo 1

Oscillatore armonico
quantistico

L’oscillatore armonico ¢ uno dei problemi pitl importanti della fisica teo-
rica, in quanto ogni potenziale pud essere approssimato da un potenziale
armonico, attorno alla posizione di equilibrio. Se, classicamente, le quantita
fondamentali per la descrizione di un sistema sono le coordinate generaliz-
zate hamiltoniane x e p (x definisce lo spazio delle configurazioni del si-
stema, mentre p & il suo momento coniugato), in accordo con 'equazione di
Halmiton-Jacobi, in meccanica quantistica tali coordinate vengono sostituite
con gli operatori osservabili X e P:

(X, P] = ih

In particolare, se classicamente il sistema ha energia totale:
2
p 1 2,2
E=—+— 1.1
- + 5w T (1.1)

I'operatore Hamiltoniano del sistema sara:

H—HXP—P—Q 1 2x? 1.2
= H(X, )—2m+2mw (1.2)

Considerando H indipendente dal tempo, lo studio si ridurra alla semplice
soluzione degli autovalori dell’equazione agli stati stazionari di Schrodinger:

Hlp) = Elop) (1.3)

che, scritta nella rappresentazione |z), diventa:

—— + —mw7z*| p(x) = Ep(z) (1.4)



Gli osservabili X e P sono grandezze dimensionali, possiamo tuttavia adi-
mensionalizzarli, definendo gli osservabili:

X =/"x (1.5)
h
- 1
P= P. (1.6)
mwh
Con questa nuova notazione avremo:
[X,P} —i (1.7)
e ’'Hamiltoniana:
H = Hhw (1.8)
con: .
=3 (X2+152) (1.9)

X e P sono operatori che non commutano; pertanto per definire la loro
somma in quadratura, & utile introdurre gli operatori a e al:

a= \}5 (X + z’P) (1.10)
af = \2 (X - iﬁ) (1.11)

Gli operatori a e af non sono Hermitiani ma sono I'uno I'aggiunto dell’altro
e non commutano fra loro, infatti:

1r1r- A oA N
[a,aT] = [X +iP, X — iP} —1 (1.12)
D’altro canto: 1
ala =5 (X’2 v P2 1) (1.13)
L’Hamiltoniana pertanto:
A 1
H:aTa—|—§ (1.14)

Indicando con N l'operatore numero tale che:
N =adla (1.15)

anch’esso Hermitiano, in accordo con l'equazione (1.14):

- 1
H=N+3 (1.16)



e quindi gli autovettori di H sono autovettori di IV, e viceversa.
Ricaviamo dunque un’equazione agli autovalori di /NV:

Nlpw) = vipy) (1.17)
Risolvendo quest’equazione, si osserva che 'autovettore |¢,) di N ¢ anche
autovettore di H, con autovalore

E, =W+ >)hw: (1.18)

1
2

Hipu) = (v + )l (119

Data l’azione dunque dei commutatori a e af, lo spettro di N contiene solo
interi positivi, quindi gli autovalori di H sono:

E, = (n + ;) hw (1.20)

con n=0,1,2,.. Pertanto ’energia di un oscillatore armonico & quantizzata
e non pud avere valori arbitrari; inoltre il valore dell’energia allo stato fon-
damentale non é pit1 0 come nel caso classico, ma %“" . Poiché N e H sono
osservabili, i loro autovettori costituiscono una base nello spazio di Hilbert
E,, in quanto sia N che H costituiscono un C.S.C.O. (un insieme completo
di osservabili compatibili) in E,. Il vettore |¢g) di autovalore n = 0 & un
vettore di E,, che soddisfa la relazione:

alipo) = 0 (1.21)

Assumendo che |pg) sia normalizzato, l'indeterminazione si riduce solo al
fattore di fase globale del tipo ¢, con 6 € R; di conseguenza, il vettore |p1)
corrispondera all’autovalore n = 1 e sara proporzionale a a'|p):

1) = c1a’|¢po) (1.22)

Per determinare la costante ¢; imponiamo che l'autovettore |p;) sia nor-
malizzato e che la fase relativa allo stesso sia reale e positiva; andando a
calcolare la norma di |¢;) avremo:

(p1le1) = ler|*(pol(aal)|po) = |e1]*(wol (aTa + 1)po) (1.23)

Poiché l'autostato |¢p) ¢ normalizzato ed ¢ autostato di N = afa con
autovalore n = 0, avremo dalla normalizzazione:

(p1lpr) = leaf =1 (1.24)



Quindi:
1) = alleo) (1.25)

Possiamo quindi costruire |¢2) da |p1):

|p2) = caal|ip1) (1.26)

Richiedendo poi la normalizzazione di |p2) e imponendo la fase reale e
positiva:

<902’902> = |62|2<901‘aa”901> = |C2‘2<901|(QT@ 1|901> - 2|C2|2 =1 (1-27)
Di conseguenza:
1 1
— f — 2
a a 1.28

Iterando il processo per ogni n, scegliendo sempre la stessa convenzione di
fase ¢, = ﬁ, possiamo ottenere |p,,) da |po) :

o) = jﬁm*)“m (1.29)

Possiamo quindi concludere che ’azione degli operatori a e af & di distruzione
e creazione (rispettivamente):

a'lon) = Vit 1pnt1)

alpn) = vnlon-1) (1.30)

Poiché gli osservabili X e P sono definiti da a e af, possiamo facilmente
trovare le loro espressioni rispetto alla base delle |p,,):

Xlgn) =y aes 5(a" + @len) = |/ o VAT Thgn) + Vi)

Plin) = Vo J(af = o)) = iy "5 [V Tlont) = Valeuo)]

(1.31)
Gli elementi di matrice di X e P sono quindi:

/| h
<30n/’X‘SOn> = m [\/ n+ 15n’,n+1 + \/ﬁ5n/7n,1]

. [mhw
<90n’|P|SDn> =1 T [\/mén’,n—i-l - \/ﬁ(sn’,n—l] (132)

Le matrici di X e P sono hermitiane: la matrice di X é composta dalla
somma del primi due termini precedenti, mentre quella di P & proporzionale



alla loro differenza, e la presenza dell’unitd immaginaria ¢ lo evidenzia.
Andiamo, dunque, a calcolare il loro valor medio in uno stato stazionario
e la loro deviazione quadratica media, in modo da verificare la relazione di
incertezza:

<90n’X‘90n> =0
{(@n|Plen) =0 (1.33)

Per otternere la loro deviazione quadratica media (errore sulla misura stessa
degli osservabili), dovremo calcolare i valori medi di X2 e P%:

(AX)2 = <‘Pn|X2’90n> - (<90n‘X|<Pn>)2 = <<Pn‘X2|‘Pn>

(AP)* = {pul P|on) — ((0nlPlen)® = (pal Plon)  (1.34)
Tuttavia, dalle relazioni (1.5), (1.6) e (1.7) si ottiene:

XQZ%(CLT+&) (aT+a>

P? = —h2mw (aT - a) (aT - a) (1.35)

I termini a? e (a')? non contribuiscono agli elementi diagonali della matrice,
inoltre:

(pul(ala+aal)lpn) = {pnl(2aTa + 1)|pn) = 20+ 1 (1.36)

e conseguentemente:

1\ &
(AX)? = (pul %) = (n+ 3 ) oo
1
(AP)? = (pn|P?|pn) = (n + 2) mhw (1.37)
1l loro prodotto, quindi, é:
1
AXAP = <n + 2) h (1.38)

Allo stato fondamentale I'incertezza sulla misura & proprio % , in accordo
con il principio di indeterminazione di Heisenberg, mentre per n # 0 sara
comungque multipla di % Andando quindi a confrontare ’oscillatore armoni-
co quantistico con quello classico, si osserva che nel caso classico, il valore di
energia pitl basso si ottiene quando momento ed energia cinetica sono nulli,
quindi per x = 0. Dal punto di vista quantistico, invece, lo stato di ener-
gia minima & 'autostato |po), la cui energia, come & stato osservato, non
¢ nulla bensi pari ad g e la funzione d’onda ad esso associata ha una defi-

nita estensione spaziale, caratterizzata da una deviazione quadratica media



AX = 27Zw'

Questa differenza tra il caso classico e il caso quantistico deriva per ’appunto
dal principio di indeterminazione di Heinsenberg, in quanto non possiamo
minimizzare, contemporaneamente, l’energia cinetica e 1’energia potenziale:
lo stato fondamentale ¢ una sorta di punto di incontro in quanto la somma,
delle due energie é la piti piccola possibile. Nel caso particolare di un oscil-
latore armonico, & possibile stimare queste considerazioni e trovare 'ordine
di grandezza dell’energia e ’estensione spaziale dello stato fondamentale,
I’energia potenziale media sara dell’ordine di:

V ~ Smw?e? (1.39)

N |

Ma AP sara cosi pari a g quindi I'energia cinetica sara:

-2
_ D h
T="—~—+ 1.40
2m  2mé&? (1.40)
L’ordine di grandezza dell’energia totale é:
E—:/’“+f/~h—2+1 2¢2 (1.41)
- “omez T2 '

\ 4

Figura 1.1: Confronto tra l’energia cinetica e [’energia potenziale per un oscillatore
armonico a temperatura nulla

potenziale V, mentre per ¢ grande accade il contrario. Lo stato fondamentale
corrisponde al minimo valore dell’energia, come si vede dal grafico, e quindi
al minimo della funzione:

Emin o (1.42)

mw
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il che equivale a scrivere:

E ~ hw (1.43)

A causa del potenziale V', AXAP raggiunge il valore minimo di g allo stato
fondamentale |¢g): la funzione d’onda, infatti, dell’oscillatore armonico, allo
stato fondamentale, & una gaussiana.

1 2
mw\ z —lmwz
)

wo(x) = (x|po) = (ﬁ 2" (1.44)

Per avere le altre ¢, (x) relative allo stato fondamentale, nella base |x) ,
applichiamo il principio di corrispondenza tra le variabili « e p e gli osservabili
X e P, con la notazione operatoriale di a e af, ottenendo:

on = lalon) = —=Gal(al)lgo) = —=— [\/ - \/zj] e

(1.45)
che non é altro che:

1
1 A \"12 /mw\i [mw d 1" —imws?
. _ ied - ; 14
#n() [Q"n! (mw> } (wh) { nt dm] ¢ (1.46)

Quest’espressione di ¢, (z) deriva da prodotto di e 2 e un polinomio di
grado n e paritd m = (—1)" detto Polinomio di Hermite; andando a graficare
la densita di probabilita associata alla funzione d’onda n—esima, in funzione
della variabile x, si osserva all’aumentare di n, per ¢, (z) che assume valori
trascurabili, le curve si estendono piu in larghezza. Cio é dovuto al fatto che
Ienergia potenziale cresce con n, mentre ¢,(z), per n grande, diminuisce,
fino a diventare trascurabile nella regione dell’asse x in cui il potenziale
V(x) & grande. Conseguentemente, ’energia cinetica media della particella
aumenta con n, poiché essa é data da:
h2 00 d2

1
< P> (1) —on(x)d 1.47
5 <P >= o @ () 2% (z)dx (1.47)

—00

Quando il numero di zeri di ¢, (x) aumenta, aumenta anche la curvatura
della funzione e la derivata seconda nell’equazione precedente sara efficace
solo per grandi valori di n. La probabilita di densita |, (z)|? & elevata per
T >~ +Xpin, dove T, & ampiezza del moto classico di un oscillatore ad ad
energia F,. Nel caso quindi di un oscillatore armonico a temperatura pari
allo 0 assoluto, lo stato del sistema é completamente determinato grazie al-
le autofunzioni relative agli autovalori dell’Hamiltoniana H. Questo tipo di
oscillatore armonico si trova infatti in uno stato puro, cioé uno stato in cui la
misura dell’osservabile da come risultato degli autovalori n, con certe proba-

bilita p corrispondenti a determinati autostati dell’operatore osservabile su
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cul é stata fatta la misura. In particolare, in uno stato puro il sistema puo
essere descritto completamente sia da un vettore di stato che da un operato-
re che agisce in quel determinato spazio. Per descrivere, invece, ’oscillatore
armonico ad equilibrio termodinamico, ad una temperatura diversa dallo 0
assoluto, si utilizza 'operatore densitd p. Questo sistema, infatti, a differen-
za del precedente, & una miscela statistica di stati. In parole piti semplici,
in una miscela statistica di stati non conosciamo lo stato ¢ del sistema, ma
sappiamo che esso ha determinate probabilitd di essere uno fra tanti stati

Pn-

12



Capitolo 2

Oscillatore armonico
all’equilibrio termodinamico

Consideriamo, in generale, un sistema all’equilibrio termodinamico alla
temperatura assoluta T. L’operatore densitd associato a tale sistema é:

p=2Z "erl (2.1)

dove H él'operatore Hamiltoniano del sistema, k € la costante di Boltzmann e
Z ¢ un coefficiente di normalizzazione, scelto affinché la traccia della matrice
di p sia pari ad 1:
—H
Z =Trle*r | (2.2)

ed ¢ detta funzione di partizione. Nella base degli autovettori di H, |uy),
avremo che: . e
prn = Z N |e*T |uy,) = Z71e w7 (2.3)

mentre i termini non diagonali di p, i cosiddetti coerenti, sono:
-1 —H _1 =B .
Prp = Z~ (un|e*T |up) = Z7 €T (up|up) =0 (2.4)

Quindi in un sistema generico, all’equilibrio termodinamico, la popolazione
degli stati stazionari, cioé la probabilita di trovare il sistema nello stato |uy,),
decresce esponenzialmente in funzione dell’energia, mentre la coerenza tra
gli stati stazionari, cioé I'interferenza tra lo stato |uy) e |up) che appare nel
momento in cui andiamo a considerare una sovrapposizione lineare di stati
coerenti, & nulla.

Riprendiamo, ora, il nostro oscillatore ad equilibrio termodinamico a tem-
peratura T. Nel capitolo precedente, abbiamo detto che non si trova in uno
stato puro, in quanto ¢ impossibile descriverne lo stato con un ket |¢), piut-
tosto esso rappresenta una miscela di stati quantistici e, quindi, le informa-
zioni parziali che abbiamo ci consentono solo di dare un "peso" alle varie
probabilita che descrivono i vari stati stazionari |p,). Abbiamo detto che il

13



corrispondente operatore densitd puo scriversi come:
_1 =H

. . —H . . N
Z sara sempre pari alla traccia dell’operatore e *T mentre la traccia di p sara
unitaria:

Trlp] =1 (2.6)

In prima battuta, in questo capitolo, andremo a calcolare il valore medio
dell’energia dell’oscillatore, < H >, interpretando i risultati ottenuti e, infi-
ne, troveremo ’espressione per la densitd di probabilita della posizione della
particella, cioé 'osservabile X che ci consentird di caratterizzare il sistema.
Abbiamo visto che le energie E,, degli stati |¢,) sono pari a (n+ %) hw.
Quindi potremo scrivere la funzione di partizione Z come:

[o¢] oo
7 — Z(%\e%lson) _ Ze—(n+1/2)hw/kT — o~ Tw/2kT [1 4 e Mw/KT | 2w /kT | }

n=0 n=0
(2.7)
L’espressione tra parentesi & proprio la progressione geometrica di e /KT o
quindi, sommando i termini:
o—hw/2kT
Z = 1 o—hu/kT (2.8)

. In accordo con le proprieta dell’operatore p e con la 2.5, possiamo scrivere:
< H >=Tr[Hp| = Z 'Tr[He 1/FT] (2.9)

Scrivendo esplicitamente la traccia nelle basi |, ), otteniamo:

<H>=Z"") (n+1/2)hwe(mH1/2)0/kT (2.10)

n=0
Per calcolare questa quantita, deriviamo ambo i membri rispetto a 7"

dz

O D 1/2) e T (2.11)
n=0

Quindi, confrontando con l’equazione 2.10:

1dZ

< H>= kTQEﬁ (2.12)
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Sostituendo nell’espressione precendente ’equazione 2.8, otteniamo il valor
medio di H:

hw hw
<H>=—+

>+ o] (2.13)

A Mean energy

> T

Figura 2.1: Variazione dell’energia media di oscillatore quantistico (linea continua) e
dell’oscillatore armonico classico(linea tratteggiata), in funzione della temperatura

L’energia H di un oscillatore classico unidimensionale é:
2
1
H(z,p) = 2pim + imw2x2 (2.14)

con p ed x che variano da —oo a +00; in accordo con la meccanica statistica
classica, ’energia media di un oscillatore classico é:

I H, p)e DR ddp

<J > 2.15
fjozo fj;o 6_%(I7p)/de$dp ( )

Sostituendo la 2.14 nella 2.15, otteniamo che:
<H>=KT (2.16)

Dal grafico si vede che per T = 0, < H >= hw/2. Questo risultato corri-
sponde al fatto che allo zero assoluto I'oscillatore si trovera sicuramente nello
stato fondamentale |pg), con energia pari a fiw/2. L’oscillatore classico, in-
vece, & in una posizione di equilibrio stabile e la sua energia media & nulla
<H >=0.

Finché T <« hw, € apprezzabile solo la popolazione nello stato fondamentale
e < H > rimane uguale a Aiw/2: la curva di < H > infatti ha una tangente

15



orizzontale. Per T piccolo:
hw
<H >~ =5+ hwe ™M /kT (2.17)

D’altra parte, aumentando la temperatura (k7 > hw), la stessa formula ci
porta:
hw 1 hw
H>=— T(1—=—+.. 2.1
<>2+k< 2kT+> (2.18)
0 ancora:

< H >~ kT (2.19)

al secondo ordine di infinitesimo di kT (Z—‘:}’)Q L’asintoto della curva di
< H > in funzione di T & proprio la retta dell’energia media classica <
H>=kT.

Quindi Doscillatore armonico quantistico e 'oscillatore armonico classico
hanno la stessa energia k7' ad alte temperature. Le differenze si incontrano
a basse temperature (kT < hw): a questo livello, infatti, non & pit possibile
ignorare la quantizzazione dell’energia, in quanto la differenza rispetto a k7'
separa due livelli adiacenti dell’oscillatore.

Vediamo adesso la distribuzione di probabilita dell’osservabile X. Quando I’o-
scillatore armonico é nel’n-esimo stato stazionario, la corrispondente densita
di probabilita p,(x) é:

pn(x) = lon(@)]* = (alpn) (nl2) (2.20)

All’equilibrio termodinamico, l'oscillatore & descritto da una miscela statisti-
ca di stati |@,) con i pesi: Z~te En/kT T densita di probabilita p(z) sara
dunque:

o) = 271 pula)eB/ET (2.21)

p(z) non ¢ altro che, quindi, la somma pesata delle densita di probabilita
pn(x) associate ai vari stati |pp).

La densita di probabilitd é ovviamente legata all’operatore densita di un
oscillatore armonico all’equilibrio termodinamico:

p(@) =271 e M (z]pn) (nl) (2.22)

n

—H/KT

D’altra parte facendo agire 'operatore e possiamo vedere che:

e HIKT — = HIKT Z‘@nx‘:@n’ = Z eiEn/kT‘SOnM(Pn’ (2.23)

16



e, quindi, otteniamo:
p(x) = 27 (ale " |z) = (z|p|a) (2.24)

Pertanto, la p(z) non & altro che I’elemento diagonale dell’operatore densita
corrispondente al ket |z). Nel capitolo 1 abbiamo visto che ’'Hamiltoniana
di un oscillatore pud scriversi in termini dell’operatore N:

1
H = hw (aTa + 2) (2.25)
e dunque ponendo:
hw
= — 2.2
A T (2.26)
Fy = (z|e~"%|z) (2.27)

potremo scrivere direttamente p(z) come:
plx) = Z_le_%F)\(w) (2.28)

Quindi, per calcolare p(z) dovremo dapprima valutare I’elemento diagonale
F), e quindi calcolare la variazione di Fy(z) da z fino a = + dz. Dunque, il
ket |x + dx) sara dato:

@ + dz) = <1 4‘?13) |z) (2.29)

Approssimando quindi al secondo ordine rispetto in x:

Fy(z + dx) = Fy(z) + d%m [P, e ") |z) (2.30)

In quest’equazione c’é 'operatore P proporzionale a (a—aT); d’altro canto X

& proporzionale a (a+a'), che agisce direttamente sul ket |z). Dovremo quin-

di trasformare [P, e‘A“T“]

—Xafa

per ottenere X . Iniziamo a ricercare una relazione

—Xafa

tra ae ee a che pud essere ottenuta abbastanza semplicemente

nella rappresentazione |¢y,):
“Aat _
ae ' %Yp,) = vne Mg, 1) (2.31)

e, = Ve D g, _y) (2.32)

il che equivale a scrivere:

eMalag — grgerala (2.33)

17



che puo essere ancora scritto come:
A A
(1 — tanh 2> e~ Malag — <1 + tanh 2) ae el (2.34)

Similmente, si vede che:
ealagh — g=AgteAala (2.35)

e quindi:
A A
(1 + tanh 2) eMalagh — <1 — tanh 2> af el (2.36)
Sottraendo membro a membro la (2.36) e la (2.34), otteniamo:
t _—Xata A t _—Xafa
[a—a',e ]:—tanhi[a—i-a,e ] (2.37)

avendo applicato I'anticommutatore.
Otteniamo, quindi:

A
[P, e_)‘“Ta] = ¢mw tanh §[X, e_)‘“T“] (2.38)

Sostituendo questo risultato nell’equazione 2.30, otteniamo:

A A
Fy(x+dx)—F)\(x) = —%dw tanh 5(3:][X, e*’\“fa]+|x> = —237% tanh §F,\(37)da:
(2.39)
F(z) soddisfa, dunque, ’equazione differenziale:
d 2z
%F,\(:L') + ?F)\(a:) =0 (2.40)
dove &, che ha le dimensioni di una lunghezza, é definita da:
h A h huw
Possiamo integrare I’equazione differenziale direttamente, ottenendo:
Fx(z) = F)(0)e /€ (2.42)
p(z), per come ¢ stata definita nell’equazione 2.28, sara:
plx) = Zﬁle*/\/2F>\(O)e*:’32/52 (2.43)
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L’integrale di p(z) sull’asse x dev’essere uguale a 1, otteniamo:

1 2 /¢2
plz) = —=e /¢ (2.44)
Evm
La funzione p é una gaussiana, la cui larghezza é caratterizzata dalla lun-
ghezza £. Partendo dalla densita di probabilita, possiamo calcolare il valor
medio di X e l’errore sullo stesso < AX >:

<X >=0

< X?>=(AX)*= 522 (2.45)

(AX) ¢ pari a h/2mw quando T = 0: fissato questo valore di T, I'oscillatore
¢ allo stato fondamentale e p(z) & |po(x)|?; AX si trova con la radice quadra-
tica media di X nello stato fondamentale. All’aumentare T, poi, aumenta
anche AX e per kT > hw:
kT

AX)? - —— 2.46

( ) T—00 W2 ( )
In questo caso, p(x) coincide con la densita di probabilita dell’oscillatore
classico all’equilibrio termodinamico a temperatura 7':

o~ V(@) /kT 1 2.2

Pcl = =
“ fj(;o e*V(fL")/kT Qsz
V mw

e~ 2kT (2.47)
che implica AXCQI = kT /mw?: di nuovo i risultati quantistici e quelli classici
si incontrano per temperature elevate, nel limite quindi k7T > hw.

(axy:

>T

Figura 2.2: Variazione rispetto alla temperatura T di (Ax)? per un oscillatore armonico
all’equilibrio termodinamico

I risultati cosi ottenuti possono essere applicati, ad esempio, al problema
dello scioglimento di un corpo solido: gli esperimenti mostrano, infatti, che
il corpo si scioglie quando AX ¢ dell’ordine della distanza interatomica d.
Quindi, la temperatura al punto di scioglimento & approssimativamente data
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da: )
& ~ 7> 2.48
2d2 - ( ' )

Sostituendo & con la 2.41, otteniamo una legge che esplichi il comportamento
del solido rispetto alla temperatura T; ponendo T' = T per kT > hwg:

KTy

L~ nd? (2.49)
mws,
Posto:
hop = kOp (2.50)
(©F temperatura di Einstein) definita dalla relazione:
h
Op = % (2.51)

e se la distanza d non cambia apprezzabilmente da una sostanza ad
un’altra, avremo in generale che:

I~ cost (2.52)

Quindi, il punto di scioglimento di un cristallo &, approssimativamente, pro-
porzionale al quadrato della frequenza dei moti vibrazionali, caratteristici
del cristallo.
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Capitolo 3

Modi di1 Matsubara
dell’oscillatore armonico a
temperatura finita

Nella tesi di dottorato, Richard Feynman propose una formulazione della
meccanica quantistica secondo cui il propagatore di una particella tra il suo
stato iniziale e quello finale & dato dall’integrale su tutti i cammini che la
particella pud percorrere spostandosi dalla configurazione iniziale a quella
finale. L’idea fondamentale di Feynman & di associare un’ampiezza di pro-
babilita ad ogni alternativa disgiunta relativa all’evento A in questione; nella
formulazione standard si associa invece un’ampiezza di probabilita alla posi-
zione di una particella ad un particolare istante. Tutta la teoria si basa sul
fatto che le ampiezze quantistiche soddisfano il Principio di Sovrapposizione:
I’ampiezza totale per 'evento A non é altro che la somma delle n ampiezze
relative ad ogni singola alternativa disgiunta.

Abbiamo gia visto che le proprieta di un sistema quanto-meccanico sono per-
fettamente determinate mediante lo studio della sua Hamiltoniana, che per
una particella libera con spin 0 é:

~

. P
H=_"—+V()

2m

e che la dinamica di uno stato |1)) ¢ governata dall’equazione di Schrodinger:

L0 ~
i) = A1)

Risolvere questa equazione significa trovare ’'operatore di evoluzione tempo-
rale U(t,tg) che propaga lo stato del sistema dal tempo ¢y ad un generico
istante di tempo t:

[%(t)) = Ut to) [9:(to))
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che per questo motivo é detto propagatore. La forma esplicita di tale opera-
tore, applicato al caso di hamiltoniana indipendente dal tempo, ¢ la seguente:

Ult, tg) = e~ #H(t=t0)

Nel limite della meccanica classica possiamo anche ricondurci al calcolo della
Lagrangiana del sistema:
I
L=1Ly= 5md — V(z) (3.1)
dalla quale possiamo ottenere nuovamente ’Hamiltoniana mediante la tra-

sformata di Legendre:
_ 0Ly

ot
H=3dp— Ly = o + V(x) (3.2)
Abbiamo visto che per definire lo stato di un sistema possiamo usare diverse
basi, come quella dell’energia:
Hn) = Ep|n)
Andando a considerare l'oscillatore armonico con potenziale:

1
—mw?x?
2

V(&)
si ottiene la soluzione agli autovalori che gia abbiamo visto:
1
E, = hw <n+2>n:0,1,2,..

Mettiamoci, adesso, nella base |z) tale che:
(x|2]2") = z(x|2’) = 26(x — 2)

(x|p|lr’) = —ihd,(x|2") = —ihd,6(x — ') (3.3)

Partendo da questo, possiamo vedere I’operatore & come operatore del campo
¢ in un certo punto e scrivere la corrispondenza:

&« ¢(0) (3.4)

Nella teoria dei campi, infatti, gli operatori sono scritti nella rappresentazio-
ne di Heinsenberg:
Ty =+«— op(t,0) (3.5)
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In questa rappresentazione gli operatori (osservabili e altri) sono dipendenti
dal tempo, mentre gli stati ne sono indipendenti, differentemente della rap-
presentazione di Schrodinger.

Consideriamo ora un generico sistema quanto-meccanico a temperatura fi-
nita T. Abbiamo visto nel Capitolo 2 che la quantitd fondamentale che ci
congente di descrivere questo sistema & la funzione di partizione Z. Consi-
derando Z funzione della temperatura T e ponendo kg = 1, la funzione di
partizione Z & definita da:

1

- (3.6)

Z(T)ETr[e_Bﬁ],,B T

Da questa quantita gli altri operatori osservabili, come l’energia media FE,
I’entropia S e ’energia libera F', possono essere ottenuti con le relazioni:

F=-TinZ (3.7)
OF 1 - : F F
= —— = e _BH = — — _—
S 3T InZ + TZTT[He ] Tt 7T (3.8)
1 R .
E = ZTT[He*ﬁH]. (3.9)

Per un oscillatore armonico abbiamo visto (equazione 2.8):

7 — i< | —Bﬁ‘ ) = i —Bhw(i+n) _ e~ /2 B 1 (3.10)
_n:On6 " _n:O6 _1—67&‘7’”_25111}1(%) '
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Conseguentemente:

F=Tin (e% — ef%) =5 +Tin (1 — efm"")

hw
7T < hw,
~ - (3.11)
Analogamente S:
hw 1
hw _nw
?e*%T < hw
~ T (3.13)
Infine E: . .
hw
ol S
~ | 2 (3.15)
T,7 > hw

Osserviamo, quindi, che a basse temperature T' < hw ’oscillatore ¢ nello
stato fondamentale, mentre gli stati termicamente eccitati sono caratteriz-
zati dalla distribuzione statistica di Bose-Einstein np(hw) = 1/[e™ — 1];
inoltre 'energia media E aumenta linearmente con T a temperature sempre
piu alte, a dimostrazione del fatto che aumentano anche i gradi di liberta
dell’oscillatore. Per un oscillatore armonico, quindi, gli autovalori dell’ener-
gia sono perfettamente definiti e la funzione di partizione Z & perfettamente
definita. Tuttavia non sempre si hanno a disposizione gli autostati dell’ener-
gia ed ¢ pertanto necessario introdurre il concetto di path integral (integrale
sui cammini) per poter definire Z. Rappresentiamo, dunque, Z nella base
delle |z).

Iniziamo con lo scrivere Poperatore osservabile P nella base |x):

(@lplp) = plz|p) = —ihida(xlp) = (zp) = A’ (3.16)

dove A é una costante che determineremo pitu avanti. Scriviamo le relazioni
di completezza per le basi |x) e |p), rispettivamente:

[asta)al =1, [ Fiplp) = 1 (3.17)
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dove B ¢ un’altra costante la cui scelta dipende anche da quella di A:

i:/“/@/@@mmmmw=/“/fww%wmw

2
= [ [ iapanti! - = 222 [ Lyl = ZHALS
(3.18)
Questo implica che B = 27h|A|?. Posto A = 1, B = 2rh. Possiamo passare,
dunque, al calcolo della funzione di partizione scegliendo la base delle |x):

Z:Tr[e_ﬁﬁ]:/d:v(xe_BH|x>:/dx<:n|e_ef...e_€§\:n). (3.19)

1l termine e~ %7 ¢ stato diviso in N > 1 pezzi diversi ed & stato posto
e = Bh/N.

Figura 3.1: Discretizzazione dell’intervallo temporale

Arrivati a questo punto, per facilitare i conti e velocizzarli, possiamo ingerire
nell’equazione precedente il fattore:

- dp; .

i= / ?p;i\piﬂpﬂ,z ~1,.,N. (3.20)
a sinistra di ogni esponente, ed analogamente, il fattore:

i= /dwi]xiﬂxi],i =1,.,N (3.21)

alla loro destra; in questo modo non faremo altro che considerare elementi
matriciali (approssimati al primo ordine in €) del tipo:

€ PiTp41 _€ e 2
(ziga|pi)(ple” FAPD ;) = 71 (ple™ i PO |7y —

exp{ € [pz_. ZW*V(%HO(E)H (3.22)

h

25



Inoltre, matematicamente:
(x1]z) = 0(x1 — ) (3.23)

e quindi possiamo eseguire U'integrale su x. Allo stesso modo, il bra (x;11]
ha lo stesso ruolo dello stato (z| = (z1]|. Passando al limite per N — oo,
rimuoviamo 'O (e).

La funzione di partizione sard quindi:

N—o0

N dx dp 1 Y P2 x x
) An 2 . 1 — X
7 = lim [H 2;’77,2] exp _ﬁ € [27% - ijg + V(CU]):| ’mN+1Ex1,eEﬁh/N
i=1 j=1

(3.24)
Intendendo la misura di integrazione nel limite di N — oo e imponendo la
condizione di periodicita, e quindi di eseguire l'integrale su una traiettoria
chiusa, otteniamo la forma continua:

(3.25)
Le variabili discrete x; al continuo sono rappresentate dalla funzione x(7) e
il massimo valore delle coordinate 7 si ottengono da eN = fh. Ritornando
ora al path integral discreto, osserviamo che l'integrale sui momenti p; &
I'integrale Gaussiano che puo essere calcolato esplicitamente:

/OO dpi , [ ¢ ﬁ—i i —a| | [ m _m(xip — ;)
0 2mh b R 2m P € N\ 27 2he

(3.26)

Sostituendola nell’equazione (3.25), otteniamo:

N N 2
. dz; 1 m [(xj41 — T,
Z = lim ————|exp —= Y €|— <H> + Vi(xj)
N—o0 [21;[1 \/27rhe/m] h; [2 € /
(3.27)

che pud ancora essere scritto in forma continua. Notiamo che la misura
contiene un fattore divergente per N — oo:

_( m \N/2Z N mN
C=(3mhe)  =cor [2“‘ (277}12/5)] (3:28)

Tuttavia questo fattore ¢ indipendente dalle proprieta del potenziale V' (z;)
e non contiene informazioni sulla dinamica del sistema; per ora possiamo
riportarlo al continuo senza definirlo:

Z = C/m(gm—m(m Daexp {_71@ /Oﬂh dr [”; <d9;(:>)2 + V(:L‘(T))] } (3.29)
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Confrontiamo l'equazione 2.30 con quello che sappiamo a T=0: il path-
integral & dato da:

exp <; /dtLM> Lar = % <Ccl;>2 —V(z) (3.30)

Quindi I'equazione (3.30) si puo ricavare dalla precedente con i seguenti pas-
saggi:

1) Applicare una rotazione di Wick (rotazione nel piano complesso), attra-
verso la sostituzione: T = it, con 7 € R;

2) introdurre la lagrangiana Euclidea Lg, definita come:

2
Lg=—Ly(r=—it) = % (Zf) + V(x); (3.31)

3) restringere la quantita 7 all’intervallo (0, Sh);
4) richiedere la periodicita della funzione x(7): z(0) = z(B8h).

Im £

é/ “‘Re ¢

Figura 3.2: Rotazione di Wick

Con queste considerazioni, ’esponenziale della (3.31) sara:

. Bh
exp (;/dtLM> — exp <_i1'zSE> =exp (—;/ dTLE) (3.32)
0

dove abbiamo introdotto ’azione euclidea (Sg), reale e definita positiva.
Ritorniamo al caso del nostro oscillatore armonico, calcoliamone il path inte-
gral con l'equazione (3.30) e confrontiamo il risultato con la Z di partizione
calcolata nella prima parte del capitolo (equazione (3.11)).

Iniziamo rappresentando un’arbitraria funzione x(7), con 0 < 7 < Sh, con
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la proprieta che z((8h)~) = x(0") come serie di Fourier:

+o0
z(r)=T Z T,enT (3.33)

n=—oo

Poiché abbiamo richiesto la periodicita della funzione x(7), avremo:

ewnfl =1 = w,Bh = 2mn,n € Z. (3.34)
le frequenza w, = 2”;{ L vengono dette frequenze di Matsubara e le corri-

spondenti ampiezze x, sono dette modi di Matsubara. Imponiamo ora che
le quantita x(7) siano reali:

z(r) eR=a"(1)=a(r) =2, (1) =2_, (3.35)
Scrivendo z,, = a, + b, imponiamo che:

Ap = AQ—p,
LU; = an — an =T_p =0_p + Zb_n = {b — (336)

inoltre, by = 0 e x_,x, = a2 + b2; possiamo quindi scrivere:

CU(T) =T {aO + Z [(an + ibn)eiwm— + (an - Z.bn)e_mm—] } (337)

n=1

ag € detta ampiezza di Matsubara di modo 0. Con questa rappresentazione
di z(7) nella (3.34), avremo:

1 [P 1 '
ﬁ /0 dTJE(T)y(T) =72 ; xnymﬁ / dTe'L(W7L+UJm,)T

X (3.38)
= T2 Z xnymf(sn,—m =T Z InY—n
m.n n

In particolare, 'argomento dell’esponenziale contenuto nell’equazione (3.30)
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diventa:

B [da(r) de(r
—711/0 dr— [d (7) da( >—|—w2x(7)x(7')

2 dr dr
T o
= _mT Z T, [iwniw_n + wQ} T_p
n=-—o0o0
A (3.39)
m
=T (wi +w?) (a2 +b7)
n=-—0o0
mT >
= —7(,02@[2) —mT z:l(w,% + w?) (a2 +b?)

Dobbiamo adesso considerare il coefficiente di normalizzazione C e per far-
lo considereremo le variabili z(7) scritte in serie di Fourier, di componenti
ap, by. Le variabili indipendenti sono ag e {an, by}, con n > 1, e la misura
quindi di z(7) &

Da(r) = |det [{g;)

] |dao | [ dandb,, (3.40)

n>1

Il cambiamento di base é puramente cinematico e non dipende dal potenziale
V(x) , quindi possiamo definire:

ox(T)
C' = C|det 341
e 5 ] 1)
in modo da considerare ora incognita C’.

Usando Dintegrale gaussiano [*°_dzexp(—cz?) = \/7/c, con ¢ > 0, come
nella misura di integrazione precedente, otteniamo che 'equazione (3.30)
diventa:

oo o0
1
Z = C'/ dao/ H dandb,, | exp | —=mTw?ad — mT Z(wg + w?)(a2 4 b2)
—o0 —00 2
n>1 n>1
2T n
-/ :
mTw? E mT (w2 + w?)
2n’T
con  wy = Wh n (3.42)

Quindi, finché non dipende da w, possiamo determinare C’, calcolando il
limite per w che tende a 0; inoltre l'integrale sul modo zero ag € divergente
per w — 0. Questa divergenza é detta divergenza infrarossa, poiché emerge
a grande distanza spazio-temporale: il modo zero ag & quindi il modo pin
basso. Se poi nel limite di w — 0 andiamo a definire I'integrazione sul modo
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zero, osserviamo che, dall’equazione (3.38):

Bw
ﬁlh/o drz(t) = Tag (3.43)

Tag ¢ il valor medio di x(7) nell'intevallo di 7. Possiamo pensare, quindi, da
queste considerazioni, di voler regolare questo sistema restringendo il valor
medio di z(7) ad un intervallo Az finito.

In questo modo il calcolo della divergenza infrarossa, rappresentata dal coeffi-
ciente C’, potra essere trovato tramite confronti asintotici. Usiamo dapprima
"Effective Theory Calculations” in quanto i calcoli di correzioni accoppiate
e di confronti forniscono risultati finiti; passando quindi al limite per w — 0
nell’equazione (3.43):

. _ / * . 2/.2 2
lim Zregotata = C /A o dag / [ dandbn | exp | —mT > " w? (a2 +HB744)

0 | n>1 n>1
Az o5«
T nl_Il mTw2’
27T
con w, = Wh n (3.45)

Dopodiché possiamo applicare "Full Theory Computation” in quanto, senza
il potenziale V(x) che ¢ stato messo a 0 nel limite di w — 0, I'equazione
(3.20) puo essere calcolato:

-2

__p
hm Zregulated—/ dx{x|e” 2mT |x)

_ /A x / 5 (ale” 7 |p) )
_ /A K / i ?e—%<x|p><p|x>

Az
27rﬁ

(3.46)

2mmT

Confrontando 'equazione (3.46) con equazione (3.45) otteniamo espres-
sione formale di C”:

mTw
2ﬂ_ﬁ\/27r H (3.47)

Avendo rinunciato al regolatore (cutoff), C’ ora verra detto coefficiente di
accoppiamento "ultravioletto". Avendo rimosso in questo modo la diver-
genza, abbiamo ottenuto un risultato finito, che ci consente di arrivare ad
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un’espressione finita per la funzione di partizione Z; dall’equazione (3.43):

PR y
hw =% w2 +w
T 1 (3.48)
oo [ {1 | (a2 }
Con la relazione: -
sinh 2
SIATY _ (1 + 1:2> (3.49)
T ook n

sostituendola, eventualmente, nell’equazione (3.48) ritroviamo il valore della
funzione di partizione Z dell’equazione (3.11), o, alternativamente la (2.8)
ritrovata gia nel Capitolo 2.
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