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Introduzione

Lo studio dei fenomeni di collisione & di fondamentale importanza per la com-
prensione della fisica molecolare e atomica. Questi fenomeni sono utilizzati
soprattutto per sondare la struttura degli atomi e degli ioni, ma anche nello
studio di plasma, nella fisica dei laser e nei rivelatori in fisica subnucleare. Ser-
ve quindi una teoria che riesca a descriverli a livello quantistico ed un apparato
sperimentale che permetta di riprodurre un fenomeno d’urto. I tipici esperimen-
ti di collisione consistono nel far scontrare un fascio ben collimato di particelle A
ad una stessa energia su un bersaglio B e posizionare dei rivelatori che registrino
le particelle uscenti in seguito al fenomeno di collisine.
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Figura 1: Immagine rappresentativa di un tipico esperimento di scattering

Se si considera, come fatto in questa tesi, che il fascio incidente & composto
da elettroni e che le particelle bersaglio sono atomi, possono verificarsi tre diversi
fenomeni di interazione, in quanto la collisione puo essere:

e Elastica — né la particella incidente né la particella bersaglio vengono al-
terate, vi € solo una modifica della traiettoria e dell’energia della particella
incidente in seguito allo scattering. Sono del tipo A+ B — A+ B

e Anelastica — le particelle A e B subiscono un cambiamento interno, vale a
dire che vengono a trovarsi un nuovo stato. Sono del tipo A+ B — A+ B’
(con B’ stato eccitato) oppure A’+B o ancora A’+B’.

e Tonizzazione — la particella (elettrone) A tramite linterazione con B
provoca 'espulsione di un elettrone il che rende B uno ione positivo.

A ciascuno di questi processi € associata un’energia di soglia che si definisce
come la minima energia che ’elettrone incidente deve possedere affinché si ve-
rifichi il fenomeno corrispondente. Da quanto appena detto ¢ facile capire che i
processi che si possono osservare non sono esclusivamente questi tre in quanto
il fascio incidente puo avere energia prossima all’energia di soglia andando a
creare un’interazione che non sara puramente elastica (anelastica, di ionizzazio-
ne) ma sara una combinazione di pili processi. In generale qualsiasi collisione si



stia trattando il risultato della stessa viene espresso in termini di sezione d’ur-
to, quindi I'obiettivo sara quello di trovare un’espressione per la sezione d’urto
della ionizzazione. Per comprendere cos’e la sezione d’urto si consideri un fa-
scio di particelle che viene sparato su un certo materiale, il quale ¢ ovviamente
composto anch’esso da particelle che chiameremo bersagli o "target”. Il numero
di interazioni nell’unita di tempo ("rate”) tra le particelle del fascio e quelle
dell’atomo e proporzionale al flusso di particelle incidenti e al numero di ber-
sagli (ai ”target”). Questo fattore di proporzionalita & detto sezione d’urto che
quantifica la probabilita che lo stato iniziale della particella risulti trasformato
in un nuovo stato a causa dell’interazione.

Lo scopo di questa trattazione ¢ quello di studiare i processi di ionizzazione
ma per farlo & necessario studiare preliminarmente lo scattering dovuto ad un
potenziale. Questo processo sara analizzato nel Capitolo 1 in cui si discuteran-
no le approssimazioni tipiche dei fenomeni d’urto, con le relative condizioni al
contorno necessarie per risolvere i problemi di questo tipo, e in cui si calcolera
la sezione d’urto differenziale, relativo al processo di scattering da potenziale,
al primo ordine nell’approssimazione di Born. Successivamente nel Capitolo 2
si passera allo studio delle collisioni tra elettroni e atomi. In questo Capitolo
varra analizzato prima il caso elastico e successivamente quello anelastico stu-
diati tramite i metodi di approssimazione ”static exchange” e ”close coupling”.
Queste approssimazioni permettono di avere delle buone stime della sezione
d’urto differeziale dello scattering elettroni-atomi e saranno anche indispensabi-
li per formulare una rappresentazione matematica dei preocessi di ionizzazione.
Infine nel Capitolo 3 verranno dapprima usate le approssimazioni appena citate
per descrivere i processi di ionizzazione a energie di molto superiori all’energia
di soglia e in un secondo momento, utilizzando le conoscenze apprese nel Capi-
tolo 1 sullo scattering coulombiano, si potranno tenere in considerazione anche
le interazioni tra le particelle, in modo da trovare un’espressione della sezione
d’urto differenziale tripla che risulta in accordo con i dati sperimentali.



1 SCATTERING DA POTENZIALE

Nel primo paragrafo di questo Capitolo discuteremo la relazione tra le condizio-
ni al contorno della funzione d’onda del problema di scattering e ’ampiezza di
scattering. Successivamente nel secondo paragrafo sara mostrata 'importanza
dell’ampiezza di scattering e la sua relazione con la sezione d’urto differenziale
facendo capire come sia fondamentale conoscere ’ampiezza per calcolare la se-
zione d’urto. Nel terzo paragrafo verra affrontata la risoluzione dell’equazione
di Schrédinger, che descrive il problema di scattering, constatando pero la dif-
ficolta analitica della sua risoluzione. Questo problema verra risolto nel quarto
paragrafo utilizzando 1'approssimazione di Born al primo ordine che si rivelera
essere un’ottima approssimazione in quanto in accordo con i dati sperimentali.
Infine nel quinto paragrafo verra analizzato il caso in cui il ”target” e il bersaglio
sono carichi.

1.1 Problema generale e condizioni al contorno

La prima trattazione sara dedicata allo studio dei processi di scattaring da
potenziale che in questo caso sara originato da una particella in moto non rela-
tivistico e priva di spin, verso una seconda particella. Una volta compresi questi
processi si potra passare allo studio di collisioni tra atomi ed elettroni. Bisogna
quindi risolvere un sistema di due particelle di massa m; e ms che interagisco-
no tramite il potenziale V(r; — ry) che per 'appunto dipende dalla coordinata
relativa r; — ro. Innanzitutto si scrive ’hamiltoniana classica del sistema:
2 2
P1 P3
H=_—+_-—"=+4+V(r1—r2), 1
2my  2me (ry—r2) (1)
da cui facendo le sostituzioni di p; — —ihV,, e pa — —ihV,, si ottiene 'ope-
ratore hamiltoniano quantistico e di conseguenza 1’equazione di Schréodinger:
2 2
h 9 h

0
h—W t)=|—— - —V? — v t) . 2
1 ot (1‘1, ro, ) le vrl 2m2 VTQ + V(rl 1‘2) (r17 ra, ) ( )

A questo punto ¢ utile un cambiamento di coordinate per poter risolvere
il problema. Si introduce la coordinata relativa r = r; — ro e il vettore R
che determina la posizione del centro di massa, definito come R = Zufitmarz

mi+m
Inoltre vengono introdotte le variabili M e u definite come: M = mll +2m2
em = M. Con queste nuove variabili I’equazione di Schrédinger
mi + mo
diventa:
) h? h?
h—V(R,r,t) = |—=—V% — —VZ+V(r)| ¥(R,r,1) . 3
e WR ) = |~V = SV2 4 V()| U(R,x, 1) 3)

L’equazione di Schrodinger ottenuta e formata da una parte indipendente
dal tempo, che descrive il centro di massa di una particella di massa M, e una
che descrive il moto relativo delle due particelle. Poiché la prima equazione



¢ facilmente risolvibile ¢ bene concentrarsi sulla seconda che una volta risolta
insieme alla prima dara la soluzione complessiva del problema ( ’energia totale
¢ la somma delle energie e la funzione d’onda totale il prodotto delle singole
funzioni d’onda). Per quanto detto bisogna focalizzarsi sull’equazione:

{smv? + V(r)] U(r,t) = ih%ﬁ/(r,t) , (4)

da cui e possibile ricondursi all’equazione di Schrodinger indipendente dal tem-
po,

h2
V) wlrt) = Bulr ) )
2m
che ha soluzioni stazionarie del tipo:
_iEt
\I/(I',t) = ¢(r)€ 7 ’ (6)

dove E & l'energia della particella. Assumendo che la particella provenga da
r — —00, poiche lim,_, . V() — 0 Penergia incidente é:

2 272
D hk 1,
Eziz = —
2m 2m M (™)

p=Ipil =Ipsl, k=lkil =[ksl, v=]|vi] = |vyl,

sono definiti come il momento, il vettore d’onda e la velocita. L’equazione ([5)
puo essere semplificata introducendo il potenziale ridotto:

Ulr) = %V(r) , (8)
cosi da avere:
(VZ+ & —U(r)]¢(r)=0. (9)

E’ lecito pensare che ’azione del potenziale sia praticamente nulla a grandi
distanze (assumendo che vada all’infinito pili velocemente di 1/r) il che significa
che ’equazione di Schrodinger per grandi r diventa:

(V2 + &%) (r) =0. (10)

Poiché queste osservazioni sono fatte molto lontano dalla regione in cui e
avvenuto lo scattering la soluzione asintotica ¢ la somma della funzione d’onda
incidente e della funzione d’onda uscente,

lim wki ~ d}inc(r) + %c(l‘) 3 (11)
r—00
inoltre dal momento che le particelle incidenti viaggiano tutte nella stessa dire-
zione k; (che prendo parallelo all’asse Z) e sono approssimativamente monoener-
getiche si puo considerare il fascio incidente come un onda piana. Un analogo



ragionamento puo essere fatto per il fascio uscente, infatti la funzione d’onda
diffusa descrive un flusso di particelle uscenti dalla regione di interazione e puo
essere descritto come un’onda sferica uscente. Nel complesso si puo scrivere
quindi:
zkr
lim i, (r) ~ A | + f(k,0 ¢)

r—00

(12)

La prima parte rappresenta un’onda piana e la seconda un’onda sferica con
A costante di normalizzazione tale che [¢);,.|> = A2.
Inoltre nell’equazione compare f che ¢ detta ampiezza di scattering e che
per definizione descrive ’ampiezza dell’onda sferica prodotta dall’interazione di
un’onda piana con una particella puntiforme. Essa & particolarmente importante
perché permette di trovare la sezione d’urto differenziale che, come detto, e
fondamentale per studiare i fenomeni di scattering.

1.2 Relazione tra sezione d’urto differenziale e ampiezza
di scattering

La sezione d’'urto differenziale d—” ¢ definita come il rapporto tra il flusso di
particelle uscenti passanti attraverso Varea r2dSQ e il flusso incidente, cioe come:
E@CTQdQ
Finc '
Si ricordi a questo punto la definizione di densita di corrente:
) h
J=5 [V — VY], (13)
mi

vale a dire il numero di particelle che attraversano la superficie unitaria nell’unita
di tempo. Per trovare il flusso di particelle entranti e quindi il flusso incidente
bisogna sostituire nell’espressione di j - 7, corrente radiale entrante, la funzione
d’onda incidente nell’equazione . Allo stesso modo per trovare il flusso
uscente bisogna sostituire la funzione d’onda (sferica) uscente. Per prima cosa
¢ necessario trovare Fj,. scrivendo l'espressione della corrente di probabilita
in termini della sua componente radiale, la quale & ottenuta sviluppando il
gradiente in coordinate sferiche:

mi

|:|A|Qe—iki'r’2'k_ieiki'r’ + |A‘26iki’r‘iki€—iki7‘] —
ih

e

T 2mi
—h‘ 20| A]Pk;] = j, = |A|2k = |A]2v
ma

Quindi si & ottenuto Fj,. = |A|?v e analogamente con lo stesso ragionamento
si puo trovare Fi.:
jr = jsc ' i ¢ w ¢ w

2m



I3 e —ikr o ezkr
PP

2mi

etk 8 e~ ikr
~apps }

r Or r or r

T 2mi r2 72

[APIf? B [ikr =1 N ikr+1
r o 2mi r2 r2
[APIf? ko [2irk] _ [APIfP Rk AP |f|2
ro2mil| 2 | 2 m 2

Adesso che sono noti Fy. e F,. , ricordando la definizione di sezione d’urto ¢
possibile ricavare la sezione d’urto differenziale:

F,.r2dQ

do =
Finc

= |f|?d

=|fP. (14)

Avendo compreso 'importanza dell’ampiezza di scattering per conoscere la
sezione d’urto si puo tornare al problema iniziale che per 'appunto sara risolto
in termini dell’ampiezza.

1.3 Equazione integrale del potenziale di scattering

Dopo le precisazioni fatte sulla sezione d’urto e 'ampiezza di scattering si torni
all’equazione di Schréodinger che descrive il sistema:

(V2 + k) ¢(k,x) = U(r)(k,r) . (15)

La soluzione generale del problema & scritta tramite 'utilizzo della funzione
di Green che soddisfa I’equazione:

(V> + k) G(r,x') =6(r—1') . (16)

Per le proprieta della delta di Dirac si puo scrivere:

r) = /U(r’)w(r')é(r —r')dr’' =

= /U(r’)w(r’) (V? + &%) G(r,r")dr’

da cui segue che mettendo a sistema quest’ultima equazione con la (15]) si ottiene
la soluzione generale:

P(k,r) = ¢(k, 1) /GO ke, )U(x")p(k,x’)dr’ | (17)



dove la ¢ € la soluzione dell’omogenea associata
(V2 + k) p(k,x) =0 .

A questo punto si costruisce una soluzione dell’equazione (16)). Per farlo
bisogna ricordare la formulazione integrale della delta di Dirac,

S(r—r1')=(2m)3 / e ) g (18)
e sostituire la trasformata di Fourier della funzione di Green:
Go(k,r,r') = (2m) 73 /eik/‘rgo(k,k',r’)dk’ , (19)

nell’equazione (16). Si ottiene:

. e—ik"r/
go(k,k,r):m , (20)
e di conseguenza
/ -3 eilk ( ) /
Go(k,r7r ) = 7(27{') de . (21)

Tramite il cambio di variabile R = r — r’ & possibile riscrivere la Go(k,r,1r’)
come:

—ik’-
_ e
Go(k,r, I‘I) = _(277) 3 /mdk/ =

4 27 [eS) 2, ™ ) efik'R cos 0
= *(271') / dQD/ k' dk / S odaw 5
0 0 0

e applicando il cambio di variabile z = cosf per semplificare I'integrazione si

ha:
B o 1 efik Rx
—(2m)2 /O K dk’ [ 1( o | =
—(27)~ / K2k

T L/ sin k'R
Go(k,R) dk’ . 22
( 47r2R / k% — k2 (22)
Inoltre introducendo le quantita I; e I> definite come:

oo ik'R 1 1 ’
11: € k"*k—i_m dk, (23)

—00

I, = T wn (1 L\ 24
2= ¢ Wk k)™ (24)

— 00

71ka -1
—ik'R(k? — k) | B




si puo scrivere: _
i
- 1672R
Per calcolare gli integrali I; e I conviene considerare integrali di linea nel
piano complesso k' circondando i poli, nel caso di Iy, tramite il ”percorso” P,
come si puo vedere in Figura (a). Si calcola poi 'integrale lungo C, dato dalla
somma del percorso P pit il semicerchio C;. Per quanto riguarda l'integrale
sul semicerchio basta applicare il lemma di Jordan e notare che nel limite per
k' — oo tende a zero. L’integrale lungo P ¢, quindi, ottenuto con il teorema dei
residui: I; = 2mie’*®. Allo stesso modo si ottiene il secondo integrale utilizzando
questa volta il percorso (c) in Figura [2] ottenendo I, = —27ie’* . La scelta dei
contorni di integrazione riportati in Figura [2] permette di ottenere la funzione
di Green che ha il corretto comportamento asintotico che € quello di un’onda
sferica uscente in accordo con ’equazione (12)).

Go(k,R) (I - I7) . (25)

Im &’ -
P
J i
= o7 Re k
—k (a) +k
Im k'
/”‘_L“\
o ~
/// \\\
/ \\
/ \i‘
! P \
L & / \1
= & Rek
-k +k
(b)
met T
) / - —
[ - N TRek'
\ —k +k /
\ /
* /
\ /!
N //C_,
\\\ ///
~e | e

Figura 2: Percorsi di integrazione intorno alle singolarita
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A questo punto sostituendo I; e I5 & possibile ricavare Go™ (k,r,r’) espresso
in funzione di r — r’:
1 ¢thR 1 etklr—r’|
Go P (kr—r)=-—"o = — . 26
o ) ir R 47 |r — 1’| (26)
Proprio come richiesto la funzione ottenuta ha un andamento per r molto
grande concorde con un onda sferica e si puo quindi sostituire la funzione di
Green appena ottenuta nell’espressione (17)) ricavando:

1 eik|r7r'|

Yp, (r) = e -1 U(r' )y, (v')dr’ . (27)

4 [ |r —1/|

Cosi facendo in un’unica espressione si ottiene la soluzione dell’equazione di
Schradinger con le corrette condizioni a contorno. Questa funzione e particolar-
mente utile poiche il suo limite per r che tende all’infinito, se confrontato con
I’equazione , permette di calcolare 'ampiezza di scattering. Prima pero e
bene fare delle considerazioni di carattere generale sugli apparati sperimentali.
Infatti in un esperimento di scattering, poiche il rivelatore & collocato lontano
dal "target” relativamente alle dimensioni dello stesso, ha senso studiare il com-
portamento per r molto grande e cio¢ per ' < r. In questa condizione, come
si evince dalla Figura , si ha:

Detector

Target area

r

Figura 3: Confronto tra le dimensioni del ”target” e la posizione del rivelatore

r—r'|—>r—t-v'+..,

1 1 1 1 r-r 1
= — ~ — 1_‘_7 ~ =
r—r  rjl—-r-r'/r?| r r2 r

e di conseguenza:

eiklr—r'| etkr

—ike-r
rErTiAr (28)

con ky = kf. Queste considerazioni permettono di esprimere il limite della

i, (1) come:

ikr
ik-r i €

i (1) %

/efikf'r/U(r’)i/}ki (r')dr’ . (29)
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Si evince subito, dal confronto con 7 che 'ampiezza di scattering, nella
sua rappresentazione integrale, vale:

fm e [ UG =~ g W), (30

4n

— —ikfd‘/
dove bk, =€ .

1.4 Serie e approssimazione di Born

E’ ovvio che nella forma in cui si presenta la f bisogna conoscere la soluzione
del problema, vale a dire v, , per poterla calcolare. Per questo motivo la strada
che si intraprende a questo punto consiste nel fare un’ approssimazione. In
particolare si considera:

; 1
U (r) = e — — / Go™ (k, v, x")U (), (x)r (31)

T
che puo essere risolta in maniera iterativa. Cioe all’ordine zero questa funzione
sara data dal considerare solo I'onda piana incidente (cio¢ ¢, (r') = 0), poi
all’ordine uno la funzione si ottiene sostituendo al posto di ¥, (r’) la funzione

ottenuta all’ordine 0 e cosi via ricavando una sequenza di funzioni in cui ciascuna
si ottiene conoscendo la soluzione della precedente.

Dolr') = b, (1) = e

k
Br(r') = e, (1) + /Go<+><k, v E)U (e oo (') e’

Yn(r') = ¢y (r) + /GO<+>(k, r, v )U(x ) pp_1 (r))dr’ .

La convergenza dell’ennesimo termine alla 1)y, € da mostrare nel caso spe-
cifico. Se quest’ultima e verificata allora e giustificata la seguente espansione
perturbativa del potenziale d’interazione che prende il nome di Serie di Born:

i, = b1 (1) + /Go<+><k,r7r’>U<r’>¢ki (') dr'+

+ /G0(+)(k,r,r’)U(r’)G0(+)(k,r’7r”)U(r”)¢ki (x")dr'dr” + ..., (32)

che se sostituita nell’ampiezza di scattering restituisce:

1
f=—r <¢kf ‘U+UG0(+)U+UG0(+)UG0(+)U+...‘¢ki> . (33)

12



La prima approssimazione di Born consiste nel prendere solo il primo ter-
mine della serie di Born vale a dire ¢y, = ¢y, (r) cosl da avere la seguente
approssimazione per f:

fB1 = % (S, [U| ;) - (34)

Dal momento che ¢k, e ¢x, sono noti possono essere sostituite in fp; otte-
nendo:

1 [.
fB1 = T Arx /el(krkf)-rU(r)dr =
/I

= —% /eiA‘rU(r)dr ) (35)

con A = ks —k; vettore d’onda trasferito.

Figura 4: Momento trasferito

Il momento trasferito & dato da hA ( che & uguale a A nel sistema di unita
atomiche dove i = 1 ) e il modulo di A, tenendo in considerazione che nello
scattering elastico i moduli di ky e k; sono uguali, vale:

0
Al =A= \/k2 + kf? — 2kikscos 0 = ky/2(1 — cos ) = 2ksing . (36)

Ricordando la relazione tra l’ampiezza di scattering e la sezione d’urto diffe-
renziale, nella prima approssimazione di Born, si ha:

do

Per trovare la sezione d’urto totale bisogna integrare la sezione d’urto diffe-
renziale e per farlo si considera il potenziale centrale in modo da semplificare i
calcoli e da poter scrivere fp; come:

1 iA-T _
IB1 ——E/e U(r)dr =

1 iAr
=—— /// e AT eSO (1)p2 sin Odr df dp =
4m

13



r2U(r) dr / etAreostgin  dh =
0
1 o0 1 .
=_—— |:2’/T/ r2U(r) dr giare dx} ,
47 0

-1
dove si e operata la sostituzione cosf = x,

1 o0 9 eiAT _efiAr B
i [27r/0 r U(r)iiAr ] =

_dm [
o

La sezione d’urto totale risulta quindi essere:

= —— d
4 Jo v 0

rsin(@r)U(r) dr . (38)

chltot:/|f31\2d§2:/ﬁf31|2sin9d9dg0:27r/ Ifp:|?sin@dd ,  (39)
0

e ricordando la definizione di A si nota che:

AdA  2ksin(§)k cos(§) do

2 : =sinfdf , (40)

da cui segue che:

B1 2 [ 2
S NN (a)
0

Questa nuova forma € molto utile per notare 'andamento all’infinito della
sezione d’urto totale infatti:

2k
lim [0 1] = 27 / for2AdA . (42)
0

k—o0
La quantita a destra non dipende da k il che vuol dire che per grandi valori di
k la sezione d’urto totale deve avere un andamento del tipo % Inoltre poiche
21,2
k
= si puo dire che:
2m

0Bl ~ AET! (per E che tende all’infinito) . (43)

Per trovare una formula precisa e non un andamento € necessario sostituire
un potenziale U(r), come ad esempio il potenziale di Yukawa.
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1.5 Scattering Coulombiano

Nel caso in cui I'atomo "target” e la particella diffusa sono carichi e presente
un potenziale coulombiano tra loro che ¢ molto importante quando le parti-
celle cariche sono vicine e diventa sempre piu irrilevante quando si trovano a
grande distanza. Per atomi con pochi elettroni l'effetto di schermaggio puo
essere riassorbito in una rinormalizzazione della carica effettiva. Nel seguito

consideriamo: )

lege a
5— = -, r < R,
rh T

V(r)=2m

(dove si pone a = 2m
Di conseguenza l’equazione di Schrodinger per un potenziale puramente cou-
lombiano e riscrivibile come:

2152(’ )

V24 k% - g] W(r)=0. (44)

Questa equazione e risolvibile in coordinate paraboliche definite in questo
modo x =&ncosy , y=~&nsing | z = % (52 — 772) e quindi:

E=r+z
n=r—=z
@:tan_l(g)

T

(dove r = /22 + y? + 22).

L’equazione di Schrodinger in coordinate paraboliche diventa :

() R 68) (5] b - oo o

an ng d¢ £+
Poiche la v & fattorizzabile si scrive:

¥ = f1(&) fa(n)e™? (46)
e per via della simmetria intorno all’asse z si puo considerare m=0 cosi da avere:
¥ = f1(§)f2(n) , (47)

che sostituita nell’equazione di Schrodinger (45)) restituisce:

(§j—n> [685 (€5f1(§9)€f2(77))+8n<n5f1(§)nf2(77)>] +771§52]“1((332f2(77)+

N
() & (&) (&

} L fa) = (48)

(v )+ [~ ffn} FE50) =0

+
a4
dn
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L) () (e

Introducendo $ per la separazione delle variabili si ha:

af (k% B
df(sdg) ( +ﬂ>f10, (50)

d [ dfs k2
i (1) (5 -9=5) o o

Per poterle risolvere bisogna utilizzare le condizioni al contorno, infatti si puo
considerare 'onda incidente a grande distanza dalla regione di interazione come
un’onda piana del tipo:

etz — gik(E—m)/2 (per n che tende all’infinito) . (52)
Questa condizione ¢ soddisfatta prendendo 8 = —%ik e in questo caso:
f1(6) = ez (53)

(infatti con questa scelta di S e facile notare che si prendono i termini che
moltiplicano f; uguali ai risultati delle derivate). Sostituendo /3 nell’equazione

di fo si ottiene:

dfs k2 1 B
i (1) + (7 a5 ) =0, >

e per soddisfare la condizione al contorno f2 deve avere un andamento pari
a:
1y
fa(n) = e7 = w(n) (55)
con w(n) che ovviamente deve diventare costante per 7 — oo. Andando a
sostituire nella questa espressione di fs si ha:

d*w . Jdw a
776772—&-(1—11{37])—”— (5)11)—0. (56)

Questa equazione e soddisfatta dalla funzione ipergeometrica confluente defi-
nita dalla seguente espansione:

= TD(a+n)T(b) 2" . . .
F(a,b,z) = Z T+ m)T() nl (dove I ¢ la funzione gamma di Eulero),

n=0
(57)
che ¢ per 'appunto la soluzione dell’equazione:
d’F dF
xﬁJr(bfx)%faF:O. (58)
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Quest’ultima ¢ proprio 'equazione di w(n) da risolvere con a = —1la/2k,
b =1, x = ikn. Quindi la soluzione dell’equazione di Schrodinger iniziale &

b = f1(€) fa(n) = *E/2e 5y () =

_ ke Z I(—1la/2k +n)T(1) ikn 7 (59)
o (1+n)I'(—1a/2k) n!
che in coordinate polari sferiche puo essere scritta come:
e = Ce** F(—ia/2k,1,ikr(1 — cosd)) , (60)

(C & una costante). La forma asintotica della funzione ipergeometrica confluente,
per grandi valori di x(e quindi per n — c0), &

_F(a7 b’ .’[) ~ &6*3‘105(*1) |:]_ + M + :| +

I'(b—a) x
L) oy(a—b)iog (1—a)(b—a)
—LerrlaToioer 1] 4~~~ 4 61
+ (a)e + . + ; (61)
e quindi la forma asintotica della funzione d’onda ¢
arm /4k 2
q/}ch ~C € / 1— a ei[kz+(a/2k) logkr(lfcos@]_'_
k (1 +ia/2k) 4ik3r(1 — cos0)

. [fE@)r el [kr — (a/2k) log 2kr]] | (62)

(Normalizzando risulta C' = T'(1+ia/2k)e~%"/**). L’ampiezza di scattering che
compare nell’espressione precedente vale:

c a D(1+ia/2k) _ja/2k) 108 sin2 0/2
) — _ g , 63
fk ( ) 4kQSin29/2F(1—ia/2k)e ( )

da cui si puo ricavare la sezione d’urto differenziale

do a®

C(p\|2
-5 = (0 = . (64)
ds) 16k*sin* 6/2
che risulta uguale a quella ottenuta nel caso classico. Si noti che il caso coulom-
biano € I'unico in cui la sezione d’urto classica e quella quantistica coincidono,
ovviamente nel caso classico 'ampiezza di scattering non ha una fase, che invece
& presente nel caso quantistico.
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2 COLLISIONI TRA ELETTRONI E ATOMI

Avendo compreso le basi dello scattering dovuto a un potenziale adesso si pos-
sono usare i risultati ottenuti per studiare le collisione tra elettroni e atomi
partendo dal caso elastico, limitandoci al caso dell’atomo d’idrogeno. Come nel
primo Capitolo, il primo paragrafo sara dedicato allo studio delle condizioni al
contorno della funzione d’onda dello scattering elettrone-atomo, e alla relazio-
ne tra le ampiezze di scattering (diretto e di scambio) con la sezione d’urto
differenziale. Nel secondo paragrafo sara illustrato il metodo dello ”static ex-
change” che considera solo una parte dei canali aperti e trascura quelli chiusi
ma che fornisce un’ottima stima della sezione d’urto differenziale come varra
mostrato nel caso particolare dell’atomo di elio. Nel terzo paragrafo sulla base
del metodo precedente verra impostato il metodo ”close coupling” che risulta
molto accurato in quanto tiene in considerazione le deformazione del ”target”
che avvengono durante l'interazione. Nel quarto paragrafo sara analizzato il
caso anelastico studiato utilizzando nuovamente il metodo ”close coupling” per
ottenere la sezione d’urto differenziale dello scattering anelastico.

2.1 Sezione d’urto differenziale generica e condizioni al
contorno

Per prima cosa € bene utilizzare opportune condizione che semplifichino il pro-
blema. Innanzitutto & opportuno considerare che il protone sia il centro del
sistema di riferimento e che abbia massa infinita, essendo quest’ultima circa
2000 volte piu grande, cosi da poter considerare il protone fermo. Inoltre sono
dette ry e rg le distanze rispettivamente tra elettrone incidente e il protone e
tra l’elettrone dell’idrogeno e il protone. In queste condizioni, usando le unita
atomiche, si puo scrivere un’equazione di Schriodinger per la parte radiale che
soddisfi il problema. Ovviamente quest’ultima dovra contenere i contributi cine-
tici dei due elettroni, i loro contributi di interazione con il protone e I'interazione
reciproca tra loro:

1 1 1 1 1
V2 _IVy:i_ - _ 4 __ -  _E =0. 65
V1T V2T T, + T tot | Y(r1,T2) (65)

Per via della degenerazione di scambio la parte spaziale puo essere simmetrica
14+ o antisimmetrica ¥_ a cui sono associate rispettivamente una parte di spin
antisimmetrica S = 1 di tripletto o simmetrica S = 0 di singoletto. Proprio come
fatto nella sezione precedente bisogna stabilire delle condizioni al contorno che
aiutino a risolvere il problema. Per fare cio si considera il caso in cui l'idrogeno
sia nello stato fondamentale 1199 (dove i pedici stanno ad indicare i numeri
quantici n, 1 e m) e si valuta energia del sistema. L’energia totale sara data
dalla somma dell’energia dell’idrogeno nello stato fondamentale e dell’energia
cinetica dell’elettrone incidente:

1
Eiot = Er90 + ikf . (66)
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Se I'energia incidente non & sufficiente ad eccitare ’atomo nel livello successivo
la funzione d’onda del problema per ry > ro potra essere scritta come prodotto
della funzione che descrive ’atomo di idrogeno 11¢g e della funzione d’onda della
particella libera che verra chiamata F::

hm ’l/)i(rl,l‘2) ~ Fli(rl)wloo(rg) . (67)

71—>00

Per simmetria della funzione d’onda si ha anche:

hm wi(rl,m) ~ Fli(rz)wloo(rl) . (68)

T3 —>00

Proprio come visto nella sezione precedente la funzione d’onda Fli(r) deve
contenere un’onda piana incidente e un’onda sferica uscente e affinché queste
condizioni al contorno vengano soddisfatte, prendendo la direzione del fascio
incidente lungo l’asse z, la Fli (r) puo essere scritta come:

ikiry
Jim FiE(ry) ~ e™= 4 £ (ky 0, @)T : (69)
che per le considerazioni fatte sull’energia & valida soltanto a basse energie.
Avendo una funzione d’onda simmetrica e una antisimmetrica si hanno due
ampiezze di scattering f;” e f; che servono per determinare la sezione d’urto
differenziale. Se l'orientazione degli atomi di idrogeno e degli elettroni e casuale
ci si aspetta che le collisioni nello stato di tripletto diano tre volte quelle nello

stato di singoletto.
d0'11

1
o P I (70)
dove il pedice 11 indica che lo scattering considerato € di tipo elastico (dallo stato
1 prima dell’interazione allo stato 1 dopo linterazione). Per quanto riguarda
invece le alte energie le condizioni al contorno vanno riviste perche possono
verificarsi eccitazioni o ionizzazioni. Per prima cosa per semplificare la notazione
invece di usare i numeri quantici nlm si indica ciascun stato (ciascun tripletto di
numeri quantici ) con la g, quindi allo stato fondamentale corrisponde a ¢ =1 e
cosl via per gli stati eccitati, che avranno una funzione d’onda 1), e un’energia
Ey. Per la conservazione dell’energia, 1’energia cinetica di un elettrone uscente
dalla regione di scattering, che ha provocato un’eccitazione dell’elettrone dallo
stato fondamentale al livello q, sara:

1 1
§]€q2 :Etot_Eq == §k12+(E]_ —Eq) B (71)

dove per i canali aperti qu > 0. Per grandi valori di r1, (r; >>2), proprio come
prima, la funzione d’onda pu0 essere rappresentata dal prodotto della funzione
d’onda di un elettrone uscente con energia cinetica %qu e della funzione d’onda
dell’idrogeno nello stato eccitato. Bisogna considerare inoltre che 'eccitazione
puo avvenire verso vari stati q a seconda dell’energia della particella uscente
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quindi possono esserci piu canali (N) da andare a considerare:

+(ry,r2) ZF r1)Ye(r2) . (72)

In ciascun canale deve esserci un’onda sferica uscente dalla regione di intera-
zione mentre in entrata deve essere presente solo ’onda piana che rappresenta
Pelettrone incidente (vale a dire l’elettrone entrante di energia cinetica %]ﬁz).
Queste considerazioni permettono di scrivere ’andamento di F per grandi valori
di ry:

ikqr1
lim F(ry) ~ %6, + [ (ki 0,0) —— . (73)
71—00 T1
da culi si ricava:
ikqr1
. - e
Jim s (re,v2) = €5y (rp *‘j{jf&z (ki, 0, )= —g(ra) . (74)

Proprio come nel capitolo precedente sfruttando il rapporto tra il flusso uscente
e il flusso entrante si calcola la sezione d’urto differenziale:

dogi kg [100 3,
— g |l e (75)

dQ

In questa forma si sta considerando anche I’ampiezza di scattering di scambio
che tiene conto del possibile scambio tra l’elettrone incidente e quello legato,
essendo i due indistinguibili. Esplicitando quanto detto nel caso piu generale
possibile, cioe da uno stato iniziale |k;, i) a uno stato finale k¢, f), le condizioni
al contorno diventano:

lim ¢4 (r1,r2) ZF r1)v;(ra) , (76)

T1—00

dove, per via della generalizzazione, la somma & fatta su tutti i canali aperti:

. e’ik]"l“l
Hm Fj(ry) ~ €™ ™6 + fii (ki 01, 01) (77)
r1—>00 ’I“l
fij ¢ detta ampiezza di scattering diretto . Per grandi valori di ry si ha:
Jim g (r1,12) ZGm%h% (78)
con
e’ikj’l‘g

lim Gj(r2) ~ gij(ki, 02, 2) (79)

T2 —00 T9

L’ampiezza g;; ¢ detta ampiezza di scattering di scambio. Detto questo, le
forme asintotiche delle funzioni d’onda soluzioni del problema iniziale risultano
essere:

ikj T1

lim s (ry,r2) = e y(ra) + Y fij (ki 61, 01)

71—00

¥j(ra),  (80)
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1k To

lim ¢4 (r1,T2) = Y gy kz,92,%02)

T2 —>00
J

¥;(r1) (81)

che comparate con ’espressione precedente, cioe con ([74]) danno:

ezk:qu

ikyz1
Tllgﬂooﬂfi(rl,rz) — €M (r2) + ) far /%97%0) wq(l‘z) )
q
la quale permette di dire che:
fii=titai. (82)
La sezione d’urto differenziale diventa quindi:

ddij kj 1 2 3 2
= = 2D+ g Sl & gis .
FTe) ki 4|fj 9ij1 +4‘fj 9ij1 (83)

2.2 Calcolo sezione d’urto differenziale per scattering ela-
stico con il metodo ”static exchange”

Per calcolare f1i la funzione d’onda 14 (r1,re) & scritta come prodotto simme-
trico:

i (ry,r2) = [Fi(r1)y1(r2) & Fif (r2)(r1)] - (84)

Questa & chiaramente un’approssimazione per semplificare il problema in
quanto bisognerebbe considerare tutti i canali aperti e dovrebbe essere presente
la componente per il canale chiuso ( x% ), nella forma:

I‘1,1‘2

Mz

E(r1)1hg(r2) £ FF (ra)vg(r1)] + xy(r1,r2) - (85)
k:l

Per ottenere F 1i bisogna considerare che la proiezione dell’equazione di
Schrodinger sul set completo di funzioni idrogenoidi ortonormali v, € nulla:

1 1 1 1 1
: ViV — —— 4+ ——— — ,r2) =0. (86
Join) 5925w Lo Ly LB v =0 G0

Sostituendo la funzione d’onda approssimata si puo soddisfare una di
queste condizioni richiedendo che la proiezione sullo stato fondamentale 7 si
annulli:

1oy 1o, 1 1 1
1 —-Vi—-=Vo————+ ———— —Eipt| ...
_/1/}1 (r2) |: ZV1 QV2 1 T2 * |I‘1 — 1‘2‘ ¢ t:|
[FE ()¢ (r2) £ FE(r2)yi(r1)] dra =0 . (87)
Usando 'equazione di Schroddinger per ’atomo idrogenoide,
1 1
[—QVQ - Eq} Yy =0, (88)
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Dalla si ottiene la seguente equazione per Fliz
(V2 + ki ?)FE(r1) = 2Vi FiE (1) 2/K11(r1, ro)Fi(r2)dra ,  (89)

dove V71 e detto potenziale diretto e K11 € detto potenziale di scambio:

_ 1 _ 1 [l
Vll - <1/)1 m 1/11> - _E |r1 — I'2| r2 (90)
Ku(ra,r2) = 61201 (r2) | 2 = (B 2E1>] SN

Poiche la funzione F:° ha un andamento che & circa ¢®*2, Iintegrale

/Kll(r17r2)F1i(r2)dr2 )

decresce rapidamente all’aumentare dell’energia il che significa che nelle trat-
tazioni ad alta energia ,dove I'approssimazione di Born e piu accurata, questo
termine sara trascurabile, ma lo si deve tenere in considerazione nei problemi
a basse energie ( tipicamente i problemi di questo tipo si risolvono in maniera
numerica). Ad alte energie si pud quindi considerare solo il potenziale diretto
da cui segue che la , riscritta per un atomo con carica nucleare Z, e tenendo
in considerazione che |11 (r2)|? & la densita elettronica p(ry), diventa:

V11(I'1) = —% — |I‘T(—I‘)2|d ro . (92)

Inoltre si ricordi che per I'approssimazione di Born:

1 .
fB1= e /GZA'rlU(I‘l)dl‘l
con U(r) = 22V (r) che in unita atomiche diventa U(r) = 2V (r) = ,

1 ,
fB1 = ~or /elA'”Vn(l"l)dI‘l . (93)

Questa espressione integrale della fg; puo essere riscritta in una formula piu
facile da analizzare che si ottiene andando a studiare il seguente integrale:

2 —Ar
I= / ( ) dr = / dp / rdr / iArcosd ( ) sin 0df =
—Ar
= 27?/ r2dr / AT cos 0 ( ) dcosf =
[ee] Ar ZATCOSG [ee]
= 27r/ 7 (e ) [ - ] = 41/ sin(Ar)e M dr =
0 T 1Ar 1 A Jo
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00 iAr _ —iAr o L (1A=X)r 0o ,—(GA+N)r
e P el e
A 0 21 A 0 21 0 21
dn [[e—(mia+a)rq™ e~ (iA+N)r 1%
A [m’(@A—A)L {22’(1’A+)\)L B

_Arm -1 n 1 B 47
A | 2i(—iA+ ) 2iGA+N) [ (A2 4+ A2)
Nel limite per A — oo si ottiene 'integrale di Bethe:

/e rdr:A—Z. (94)

r

Sostituendo ’espressione di Vi in fgs si ottiene:

zAr1 2A1‘1
fBz—*/ 1_7// drdr
|1‘1—1”2|

VA e’LA-l‘l TA- r1 1A~r2
= — drydrg . 95
2 r1 R // vy — r2| elA ry 1102 (95)

Sfruttando I’ 1ntegrale di Bethe (94) si ha:

f _2Z ’LA (I‘]_ !‘2 iA.r2d d _
Bl = A3 27r p(ra)e ridry =

fry—ra|

1 4m iATa
A2_2wA2/p(r2) Srade

2
fo1 = 27 17— LA (96)

dove L(A) & detto fattore di forma ,definito come:

L(A) = /p(r)eiA'rdr . (97)

E’ adesso possibile calcolare la sezione d’urto differenziale:

do 9 4 9
- = = —|Z—=L(A)|". 98
(55) =il = 5512 - () (98)
Nel caso specifico dell’idrogeno, ad esempio, Z = 1 e p(r) = e~ 2"/7
Ly(A)=[1+ (A/Z)Q]_2 da cui si ricava:

Da questa espressione ¢ chiaro che misurando la sezione d’urto in funzione
del momento trasferito si ricava il fattore di forma la cui trasformata di Fourier
fornisce la densita p che puo essere comparata con quella ottenuta con il metodo
di Hartree-Fock. Inoltre nel grafico seguente & possibile notare come i risultati
della sezione d’urto differenziale calcolata tramite la , graficata in questo
caso per I’atomo di elio, siano compatibili con i dati sperimentali ad alte energie.

e quindi
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Figura 5: Confronto tra sezione d’urto differenziale teorica e sperimentale
dell’elio

Z
"

sezione d' urtc differenzizle (5

Figura 6: Andamento della sezione d’urto differenziale per l’atomo di elio
ottenuto con programma di calcolo

2.3 Impostazione del metodo ”close coupling”

Un metodo piu accurato dello ”static-exchane” & detto ”close coupling”. Que-
sta approssimazione si basa sul fatto che durante I'interazione I’atomo bersaglio
si deforma, il che significa che avra una funzione d’onda diversa che modifica
I'interazione facendo entrare in gioco altri canali. Queste considerazioni posso-
no essere tenute in conto includendo altre configurazioni nella funzione d’onda
approssimata che si va a considerare. In particolare si supponga che N stati
siano quelli che contribuiscono a determinare il fenomeno di interazione mentre
quelli per ¢ > N sono trascurabili quindi si puo scrivere:

N

Yi(ry,re) =Y {FF(r)y(ra) £ Ff(ra)y(ra)} . (99)

q=1
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Ripercorrendo il procedimento usato per lo ”static exchange” si ottiene la
seguente equazione per F qi:

N N
(Vi+k)FF(r) =2 Vg (ri)FfE(ry) £2 ) /qu, (r1,12)FF (ra)drs
q'=1 q'=1
(100)
risolta allo stesso modo dell’approssimazione precedente (”static exchange”).

2.4 Sezione d’urto per scattering anelastico

Ora che ¢ nota l'interazione tra elettroni e atomi di tipo elastico si passa ad
analizzare le interazioni di tipo anelastico. In questo tipo di interazioni c’e
un’eccitazione (o una diseccitazione) dell’atomo bersaglio e 1’approssimazione
usata & quella di prendere la funzione d’onda del problema come somma del-
le funzioni d’onda che descrivono ”target” e elettrone incidente prima e dopo
Iinterazione,

s (r1,r2) = [Fi(r1)y1(r2) £ Fi (r2)n (r1)] +

+ [F (r1)vg(r2) £ Fyf (r2)vy(r1)] - (101)

Quest’ultima, come & facile notare, sono solo una coppia ( N = 2 ) del-
le N equazioni scritte in precedenza nell’approssimazione di ”close cou-
pling”. Proprio come per lo scattering elastico anche in questo caso anelastico
si puo ottenere, ad alte energie, la sezione d’urto differenziale ricorrendo all’ap-
prossimazione di Born. E’ lecito quindi prendere come funzione d’onda quella
imperturbata, con k; = k12:

Ya(r1,r2) = Yo(ry, r2) = ™ T ehigo(ra) | (102)

e come funzione F, qi quella all’ordine piu basso:

FE(ry) = ™™ (103)

Ricordando 1’equazione di Fq:IE |) e che ad alte energie il potenziale di
scambio ¢ ininfluente, si puo scrivere:

(VI + kD) Fy(r1) = 2V (ry)e™ ™ (104)

Proprio come gia visto nel caso elastico rifacendo gli stessi conti e usando la
funzione di Green si ottiene:

1 eikq|r1—r'1\ ) ,
F,(r1) = 5 /qul(rl)e’k’i‘r tdr'y (105)
che nel limite per r; — oo diventa:

1 eiqul

lim F, ~——
Tllinoo q(rl) 21 T1

/eikq-r/l‘/ql(rll)eiki-rlldrll ; (106)
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dove k, ¢ un vettore che ha per direzione quella di r; e per intensita k,.
Comparando ’espressione appena ottenuta con le condizioni al contorno fissate
precedentemente e cioe con:

ik, 1
. + ikiz + e
T111_I>noqu (r1) ~ ey +fq (k1,0,¢) P
si evince che: 1
o= g [ e (107)

dove il momento trasferito vale A = k; — k,. Si procede come nel caso elastico
e si usa l'integrale di Bethe per scrivere I’ampiezza nel caso di un’eccitazione
dal livello fondamentale a un certo stato eccitato q:

f= —é /w;(r)emwl(r)dr : (108)

Si puo nuovamente introdurre un fattore di forma, in questo caso detto fattore
di forma anelastico L44/, definito come:

Lo (8) = 63006 i ()i (109)
cosl da poter riscrivere 'ampiezza di scattering come:
2
fo= =2z Lar(d) (110)
da cui si ricava la sezione d’urto differenziale:
dO'ql k‘q 2
= — . 111
o = A (111)
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3 IONIZZAZIONE

Con la conoscenza dei fenomeni di scattering elastico ed anelastico si puo final-
mente descrivere I'argomento della ionizzazione. I processi di ionizzazione sono
piu complicati da analizzare in quanto:

e a basse energie nei pressi della soglia di eccitazione si potrebbe usare
I’approssimazione ”close-coupling” ma non c’¢ modo di estenderla alla
ionizzazione.

e per alte energie si potrebbe usare ’approssimazione di Born che pero
non tiene conto dell’interazione coulombiana tra I’elettrone diffuso e quel-
lo ionizzato. Inoltre questi due elettroni risultano indistinguibili men-
tre nell’approssimazione di Born non vengono considerati tali in prima
approssimazione.

Nonostante le precisazioni fatte in precedenza pero nel primo paragrafo varra
utilizzata ’approssimazione di Born per trovare la sezione d’urto del processo di
ionizzazione in quanto, se I’energia dell’elettrone incidente ¢ di molto superiore a
quella della soglia di ionizzazione, ’approssimazione di Born fornisce comunque
una sezione d’urto totale che non si discosta troppo dai dati sperimentali. Nel
secondo paragrafo si studieranno i processi di ionizzazione tenendo in conside-
razione anche le interazioni coulombiane target-particella e particella-particella
che definiranno nuove condizioni al contorno. Tramite lo studio dell’ampiezza
di scattering sara possibile ricavare una sezione d’urto differenziale tripla della
ionizzazione.

3.1 Ionizzazioni ad energie molto maggiori della soglia di
ionizzazione

Utilizzando ’approssimazione di Born per descrivere la sezione d’urto della io-
nizzazione se ne ottiene una buona stima come si puo notare dal seguente grafico:
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Figura 7: Sezione d’urto per la ionizzazione di un atomo di idrogeno

Questa sezione d’urto totale si puo ottenere, come detto in precedenza, ap-
plicando l'approssimazione di Born all’equazione ([101) con la differenza che
I’elettrone non passa ad un livello q ma viene ionizzato, il che significa che ades-
so si indica con q il momento dell’elettrone emesso che puo quindi assumere
valori continui e non discreti. Quindi 'ampiezza di scattering e di conseguenza
la sezione d’urto dipendono anche da q e quindi bisognera calcolare la sezione
d’urto differenziale per gli elettroni emessi che hanno momento compreso tra q
eq+dq: ,

d°o k
doge = L) (112)

Per la conservazione dell’energia ,quest’ultima, deve equivalersi prima e dopo
la ionizzazione e cioe:

1 1 1
K24+ B = k2 4+ =4 113
9 1+ 1 9 q+2q ( )

Il momento massimo dell’elettrone emesso si ottiene quando I’elettrone diffuso
si ferma in seguito all’interazione:

Gmao = (k7 +2E1)"/? . (114)
Per ottenere la sezione d’urto totale bisogna integrare su tutti gli angoli e le

energie di emissione

1

sion(in) =2x [ dteost) [ an fan@ Pl 0P 19

-1
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3.2 Processi di ionizzazione con interazioni coulombiane
tra particelle

E’ possibile adesso analizzare il fenomeno di ionizzazione tenendo in conside-
razione anche l'interazione coulombiana che si instaura tra gli elettroni emes-
si. Innanzitutto bisogna fare delle considerazioni cinematiche sul processo di
ionizzazione che puo essere schematizzato nella forma:

e+ A®G) = AT(f) +2e (116)

dove A(i) & l'atomo neutro nello stato iniziale e AT(f) ¢ lo ione nello stato
finale. Si consideri un elettrone di momento k; ed energia Ef = k?/2 che va
ad incidere su un atomo A che si trova nell’autostato |i) con autovalore E; e
autofunzione ;. Nello stato finale si hanno due elettroni che emergono dallo
ione, che hanno momenti k4 e kg e energie £ = k%/2 E% = k2% /2 mentre
lo ione si trova nell’autostato |f) di energia ef. Detto Q il momento con cui
rincula lo ione in seguito all’espulsione per la conservazione del momento si puo
scrivere:

ki=ks+kp+Q. (117)

Le direzioni dei momenti k 4 e kg sono specificate rispettivamente dagli angoli
(0a,04) e (05, ¢p) rispetto alla direzione incidente k; che coincide con 1’asse z
come riportato in figura : Per la conservazione dell’energia si ha:

Figura 8: Raffigurazione cinematica della reazione di ionizzazione

k2 k2 k2
E:*Z-FEi:fA‘FfB

5 St e (118)
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in cui viene trascurata ’energia dello ione (quella dovuta al rinculo) in quanto
I’energia € inversamente proporzionale alla massa dello ione la quale & molto
piu grande delle masse degli elettroni, il che rende questo contributo energetico
trascurabile. Proprio come fatto nei casi precedenti si introduce il momento
trasferito A = k; — k4 e si nominano 'elettrone A ’diffuso’ e l'elettrone B
’emesso’. Cio che e interessante studiare e la probabilita che, in una reazione
del tipo preso in analisi, un elettrone incidente di momento k; ed energia EY
collida con il bersaglio provocando ’espulsione di due elettroni di momento k4
e kp ed energia 9 e Ef rispettivamente negli angoli solidi df24 e d€)p centrati
nelle direzioni (04,04) e (05,¢p). Quindi cio che ¢ rilevante conoscere & la
sezione differenziale tripla (TDCS acronimo di "triple differential cross section”)
indicata come dQAddS% , che si ricollega alla integrando su uno dei due
angoli solidi. La TDCS integrata su tutte le energie e gli angoli di scattering,
ricordando sempre che gli elettroni emessi sono indistinguibili, fornisce la sezione
d’urto totale della ionizzazione.

Per prima cosa si analizza il piti semplice problema di ionizzazione, vale a dire,
quello che ha come ”target” un atomo di idrogeno:

e +H®i)— H" +2e . (119)

In questa situazione per la conservazione dell’energia si puo scrivere:

k2 kK% k2 K?
E=24F="A4+2B__"_ 12
5 + 5 + 5 3 (120)

Si chiami r; la coordinata dell’elettrone incidente e r5 la coordinata dell’e-
lettrone che & inizialmente legato. A questo, punto proprio come fatto nelle
collisioni analizzate in precedenza, si devono definire delle condizioni al contor-
no che pero tengano in considerazione anche dell’interazione coulombiana che si
instaura tra i due elettroni emessi e tra ciascun elettrone con lo ione, oltre alle
classiche condizioni gia discusse in precedenza. E’ quindi presente un contribu-
to aggiuntivo contenente: I’ampiezza dello scattering coulombiano, la funzione
d’onda(coulombiana in questo caso) e 'onda sferica ritardata di una fase detta
p(dp,r) (questo nuovo contributo & dovuto al fatto che nella ionizzazione & pre-
sente un canale in pit da considerare). Si puo notare che sono presenti due fasi
in quanto I’ampiezza di scattering deve tenere conto delle fasi dei due elettroni
interagenti che sono alla base del processo di ionizzazione.

ikj’l‘l

lim ) (ry,15) — €™ (r0) + ) fij(ki, 01, 01)

T1—>00
J

Yj(ra)+

T1

etldari+p(as,ri)]
P g (Z =1,12) (121)

¢,aB

+ / dagfi(qati,ag)
q<K [

e’ikj T2

lim (") (ry,r5) — Zgij(ki792a¢2) Y+

T9—>00 T2
J
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etldar2tp(as,r2)

+/ dqpgi(qats, qp) ——————l ) (Z=111) (122)
<K T2

dove si sta considerando che:
ki = (k2 +2E; —2E;)Y?  per la conservazione dell’energia,
= (K2 —¢3)\/? per la conservazione del momento.

La funzione d’onda 1/1( as(Z = 1,r1) ¢ quella trovata in precedenza nel pro-
blema di scattering coulombiano che descrive ’andamento dell’elettrone in un
campo Coulombiano e Pesponente (-) sta ad indicare il comportamento
entrante della funzione d’onda sferica. Per quanto detto in precedenza la
tripla sezione d’urto differenziale & data da:

o _ kakp
dQadQpdE K

kak
[ fit ol + |ﬁigﬂ] A B[ R+ f;—|2] ,

(123)
scritta ricordando che f; = fi(ka, k) , ¢ = gi(ka,kp) e fii = f; & g;. Da cui,
integrando, si ricava la sezione d’urto totale di ionizzazione:

1 (B2 1,0 3., 0
_ E/ dESkaks /dQA /dQB [4|fi+ + 517 } (124)
2 J0

Per poter risolvere questo integrale si potrebbe usare ’approssimazione di
Born ma bisogna considerare che, espandendo in serie di Born la funzione d’onda
¢(+)(r1, r2), si avrebbero due espansioni in serie, una generata dall’ampiezza di
scattering diretta f e una da quella di scambio g. Per il momento si consideri
solo f;, di conseguenza usando la prima approssimazione di Born si ha:

) e O 11
fP = —5 drydrye i r1¢£7k)B (r2) (_ +

1 T12

) e i Tgi(ry) . (125)
Poiche le funzioni d’onda del bersaglio, corrispondenti a stati diversi, sono
ortogonali, il termine % proveniente dall’interazione elettrone-nucleo scompare.

Infatti le funzioni d’onda nell’integrale sono dipendenti solo da 79 e quindi il
loro prodotto scalare ¢ nullo:

1 1 )
Bl __ ik; ek
= Con drydrae” rlwc kB( 2)7“126 ") 120

che introducendo nuovamente il momento trasferito A = k; —k 4 si scrive come:

1 1
Bl _ iy (—)*
7= ~or drydroe T 0" 1y )Eq/;i(m) . (127)

Nota fB! & possibile calcolare la sezione d’urto differenziale tripla tramite la
formula:

dSO' kA]{iB
dQadQpdE

IfBll2 (128)
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Per semplificare 'espressione dell’ampiezza di scattering si usa l'integrale di
Bethe per integrare sulla variabile r; e usando il fattore di forma si ottiene:

P = —EﬁH(A kg) , (129)
con:

E?(A,kB) = /’Lﬁijk)]:(rg)eiA'mwi(I‘Q)er . (130)

Il calcolo di questo integrale e del suo modulo quadro, nel caso specifico in cui
l'idrogeno sia inizialmente nello stato fondamentale, cioe 11(ra) = 15(ra2) =
n~1/2e="2 & svolto nell’appendice. Sfruttando i risultati dell’appendice e in
partlcolare utilizzando le A ), .A , e ‘ ) si puo scrivere il
modulo quadro della L (A, kB che grazie al a 1 129)) permette di trovare

la sezione d’urto dlfferenmale tripla:

ol kAkB |fB1|2
dQadQpdE
28 ko A2—2Ak3c0s7+(k%+1)cos2fy

T 7 ki A2[AZ 1 K% — 28kp cosy + UA[(A + kp)2 + 1[(A —kp)2 + 1]
6{7(2/k5)tan_1[2k3/(A27k2B+l)]}

x ——7 : (131)
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Figura 9: Andamento della sezione d’urto differenziale tripla ottenuto con
programma di calcolo prendendo Ef = 250eV ,Ep = 5eV 04 = 3°

Una rappresentazione della sezione d’urto differenziale tripla appena trova-
ta & data della grafico in Figura [J] ottenuto nel caso particolare di geometria
asimmetrica e complanare , vale a dire che 'espulsione dell’elettrone A avviene
in coincidenza con quella dell’elettrone B e i due elettroni vengono emessi in
modo che i momenti k;, kg e kg siano nello stesso piano. Nel grafico sono
fissati I’energia iniziale dell’elettrone incidente e ’angolo dell’elettrone diffuso
(04) mentre viene fatto variare p. Inoltre si puod notare che la TDCS presenta
dei massimi quando la direzione di kg & la stessa di A o —A. Nel primo caso
ci si riferisce al massimo come foreward peak e nel secondo come recoil peak.
Inoltre & interessante notare che i picchi della TDCS si ottengono (sempre ad
alte energie e a piccoli angoli di deviazione dell’elettrone diffuso) per grandi
angoli di emissione dell’elettrone espulso. A questo punto si puo ricavare la se-
zione d’urto totale per la ionizzazione sempre ovviamente nell’approssimazione
di Born e trascurando ’ampiezza di scattering di scambio.

1 B2
ot (i) = E/o dEGkp /dQBkA /dQ,cx|f,-Bl|2 , (132)

dove si ¢ detta E = k?/2 + E; 'energia totale del sistema. Per risolvere I'inte-
grale bisogna considerare che ad alte energie sono le collisioni che trasferiscono
piccoli momenti a contribuire maggiormente alla 021 (i). Per questo si espande
il termine e 1) nella , in serie di potenze (1 4 iz1A) e si tiene solo il
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primo contributo non nullo dovuto al termine di dipolo ottenendo:

| B2 .
0'57%(2) E/; dEBkB /dQBkA /dQA A4¢‘(: k)B( = 1,r2)|21|wi(r2) > |2A2 .
(133)
Si opera adesso il seguente cambio di variabile:
dQy = 2msinfadfy = 2m(—dcosby)
A? =k + k2 — 2kika cosO,4
Da cui si puo dire che:
2AdA = —2k;kad(cosl,4) =
AdA AdA
Thia (—dcosfy) = d2y = (2m) Ty
Che se sostituita nella (132]) fornisce:
E/2
oBl(i) = %/ dEGkp %
i Jo
A
% dA
) R NCES RN TCA R A N ()

dove il cambio di variabile fatto tra 64 e A ¢ frutto della relazione A = (k? +
ki — 2k;k 4 cos 9,4)1/2. Inoltre A,m = ki — ka e A & il valore del Inomento
trasferito oltre il quale il contributo a 021 (i) decresce rapidamente. Per la
e considerando che ad alte energie e per piccoli momenti trasferiti k; + k4 ~ 2k:
si ha Ayin ~ (k%/2— E;)/k;. Detto questo si puo integrare su A ed estendendo
I'estremo superiore di integrazione di E% all’infinito (poiche la trattazione e
fatta ad alte energie) si ricava:

8t [
aﬁ}(z)_ﬁ/o dESkp %

< fa0] < 65 (2 = Lrolalii(e) > Plog 5. (139
B~
A questo punto detto:
A= 27T/ dE%kB /dQB| < ”(/Ji k)]:( = 1,r2)|z1|1/1i(r2) > |2 s (136)
0

e ricordando la relazione E§ = k% /2 si pud operare il cambio di variabile e
scrivere:

A—27r/dk3\ <7 = 1) e lii(rs) > (137)
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che ¢ indipendente da Ef e quindi si puo scrivere la (135]) come:

By~ g 108 7 (138)

g
tot e
Ei

Partendo dal caso piu semplice in presenza di solo potenziale si & potuto
risalire a una sezione d’urto che ¢ in accordo con i dati sperimentali anche
se, come e possibile notare dal grafico seguente, delle buone stime della sezione
d’urto si hanno solo per energie dell’elettrone incidente superiori a 300eV mentre
nella regione a piu basse energia, soprattutto nel picco, c’e un evidente distacco.
Questo e ovviamente dovuto alle approssimazioni fatte per risolvere il problema.

10—16

10—17

Total cross-section (cm?)

1 1 VR W | 1 1 o4 2 aa) A 't

10 100 1000
Energy (eV)

Figura 10: Sezione d’urto totale per la ionizzazione del idrogeno nello stato

fondamentale
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Figura 11: Andamento della sezione d’urto totale ottenuto con programma di
calcolo
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Conclusioni

Dall’analisi effettuata si capisce quindi che la comprensione dei processi di io-
nizzazione prevede un percorso attraverso fenomeni piu semplici da analizzare,
infatti i primi capitoli sono serviti per ottenere le conoscenze primarie che in-
tegrate tra loro permettono di creare un modello per descrivere la ionizzazione.
Lo studio dei processi di scatteing ha condotto a delle soddisfacenti stime in
accordo con i dati sperimentali il che significa che, nonostante si siano utilizzate
delle approssimazioni, i modelli utilizzati funzionano. Ripercorrendo la tratta-
zione effettuata il primo Capitolo ha permesso di conoscere la sezione d’urto
differenziale dello scattering da potenziale al primo ordine dell’approssimazione
di Born attraverso il calcolo dell’ampiezza di scattering. Inoltre si & analizzata
Iinterazione coulombiana tra partcielle nei fenomeni di diffusione che ha por-
tato alla sezione d’urto differenziale dello scattering coulombiano. Nel secondo
Capitolo, tramite 1'utilizzo dei metodi ”close coupling” e ”static exchane”, &
stato possibile conoscere la sezione d’urto differenziale dei processi di scattering
atomo-elettrone sia nel caso elastico che in quello anelastico. Infine nell’ulti-
mo capitolo e stato possibile ricavare una sezione d’urto di ionizzazione usando
I’approssimazione di Born e addirittura, considerando anche le interazioni cou-
lombiane, calcolare una sezione d’urto differenziale tripla in accordo con i dati
sperimentali.

Tuttavia la trattazione fatta sui fenomeni di ionizzazione ¢ generalizzabile a
fenomeni piu articolati come ionizzazioni di atomi piu complessi o di molecole
e processi non complanari. Inoltre la comprensione ottenuta potrebbe essere
utilizzata per studiare gli effetti di un gas sottoposto a passaggio di corrente
elettrica o ad alte temperature o ancora per indagare ’effetto di fotoionizzazio-
ne dovuto all’assorbimento di un fotone. Lo studio di fenomeni di ionizzazione
in atomi di gas Nobili, come Argon e Xenon, ¢ di grande importanza anche per
la comprensione di rivelatori di interesse nella fisica delle alte energie. Un’altra
interessante analisi dei fenomeni di scattering potrebbe essere fatta considerando
che il "target”, essendo composto da cariche in movimento, produce un campo
elettromagnetico che potrebbe essere descritto in prima approssimazione con
una teoria elettrodinamica di campo classico. Cosi facendo si possono studiare
gli effetti di questo campo su una particella bersaglio in modo tale da non dover
utilizzare dei potenziali ad hoc come fatto in questa trattazione. In un secondo
momento si potrebbe passare ad utilizzare la meccanica quantistica per studiare
i campi prodotti dagli atomi e confrontare il risultato con il caso classico e i da-
ti sperimentali. Concludendo la ionizzazione € un processo frequente in atomi
e molecole e, se si vuole avere una visione completa del quadro dei fenomeni
microscopici, non puo certamente essere trascurato.
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Appendice

In questa appendice verranno trattati i calcoli necessari per esplicitare il fatto-
re di forma £H (A kg) che servira per calcolare Pampiezza di scattering e di
conseguenza le sezione d’urto differenziale tripla.

Calcolo del fattore di forma per trovare la TDCS

Si calcoli l'integrale (130) nel caso specifico in cui l'idrogeno sia inizialmente

nello stato fondamentale, cioe t1(ry) = 14(ro) = 7 /2e7"2. Sostituendo
I'espressione ricavata in precedenza di ¢ kg si ha:
LA kp) = 27272l 7 CEID (1 — i /kp) [ ai (a. kB,A>] o (1A)
A=1
con:
X 67)\7,2 ,
I(q,kp,\) = /e“”ziF ( 1,i(kpre + kg - r2)> drsy , (2.A)
To kg’

(dove g = A — kg). In questo caso si ¢ detta Fi(ia,1,u) la rappresentazione
integrale della funzione ipergeometrica confluente:

1 . .
Fiia, 1) = 5 7( pla=1(p _ 1)=ingut gy (3.A)
C

dove si pone a = 1/kp, u = i(kpre + kp - r2). Quindi la funzione da integrare
si ottiene sostituendo la (B]A) nella (2]A):

7)\
q’ kB, /erE’Lq ro -~ 2 2 % dttZkB 1 )71/’63 ei(kBTJrkB-I‘Q)t .
T

T2
(4.A)
Se c’e assoluta convergenza si puo fare il cambio dell’ordine di integrazione e
scrivere:

1 )
Ik, \) = 5 % dt 1751 — 1)~k (1) | (5.A)
con: _a
o(t) = /dreiq""—e e/ (Fpriknmt (6.A)
T

Condizione sufficiente affinche ¢(t) converga uniformemente rispetto a t & che
A+ 2kgIm t > 0, Vi nel contorno C. Supposto che C verifichi la condizione
appena citata e che quindi si possa fare il cambio dell’ordine di integrazione si
pud svolgere Uintegrale di ¢(¢). Chiamando 6 'angolo tra ry e q+kp e ponendo
ro = r per snellire la notazione si ha:

—Ar
¢( ) /dr . zthr ir- (q+kBt) (7A)

38



Integrando si trova:
oo e—)\r ) 1 )
B(t) = 27T/ dr 7“2—62““37"/ dype'rlatkstls —
0 r -1

0 N ezthr
= 2/ dre " —————2sin|r|q + kgt
; QT knll 7 1

4 o ;
o(t) = q%{Bt /0 dre” 5= sin [r|q + k] .

Si noti che questo integrale & lo stesso risolto per ottenere I'integrale di Bethe
(94) e quindi ripetendo gli stessi passaggi si ottiene:

o(t) = A7 |q + kpt|
la +kpt| |q + kpt|? + (itkg — ))?
C —2k% 4+ A2 — 2itkpA + ¢® + k3t2 4+ 2q - kpt
4

= . 8.A
A2+ ¢%2 —2t(iN—q-kg) (8-4)

L’equazione appena ottenuta sostituita nella A) restituisce:

1 ) ) 47
I(a,kp,\) = =—— ¢ dt tF==1 (¢ —1)7"/ks
(@ kg, A) sz/g (t-1) X2+ q2 —2(ih— q-kp)
tz/kB 1 )—i/kB
jz{ (9.A)
A2 +q%— Qt(z)\ q-kp)

Oltre alle discontinuita in ¢ = 0 e t = 1 & presente anche un polo semplice per
A2+ q? — 2t(i\ — q - kp) = 0 e cioe per:

)\2+q2

t =
07 2(iMkp —q-kp)

(10.A)

la cui parte immaginaria & (moltiplicando e dividendo per —ikpA + q - kp):

(A2 +¢?) —ikpA +q- kg
Imty=1 =

_ )\kB()\2k]23)
= T30, + (a-kp)?) (1LA)

Quindi:

kp(=Mkp)(\’kB)
(M%K% + (a-kg)?)
_ Ma- kp)? + N3k% — N3k% — Mk q? _
- Akg + (q-kp)? -

A+2kpIm tog =+
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AMk%q? — (q-kp)]
[(a-kp)* + \2kE]
Cio implica che A + 2kgIm ty < 0 e quindi che ¢y € 'unica singolarita fuori
dal contorno C. Bisogna integrare nel piano complesso t intorno ai punti di
singolarita t = 0 e t = 1 come evidenziato in figura:

Figura 12: Integrazione sul contorno
Per poter integrare si considera il cerchio S di raggio R molto piu grande

delle dimensioni di C e si prosegue sfruttando il teorema di Cauchy. Detto I' il
contorno totale e f(z) la funzione da integrare sul contorno si ha che:

/ dz f(z)=0 per il teorema di Cauchy. (12.A)
r

Per come & stato definito I" si puo scrivere:

0:/1“dz f(2) :]éf(z)der a f(z)dz — : f(z)dz+ . f(z)dz

- f(z)derj{ f(z)der]{f(z)dz .
d2 D S
Dove d; e da sono rispettivamente i segmenti che uniscono C con D (che & il

percorso intorno tg) e D con S. Inoltre per R — oo Uintegrale su S va a zero
come 1/R il che significa che l'equazione si riduce a:

/Cdz f(z)z—/Ddz £(2) .
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Poiche in D ¢’¢ un polo semplice si puo risolvere l'integrale usando il teorema
dei residui:

2 1 ti/ks=1(t — 1)~i/kp

-1 tl/kB 1 )—i/kB
N () (zAkB —-q- kB f dt t—t(] =

Z/kB —i/kB
2mi (to—1)
Ha ks, A) = (z) (iXkp — q~k3) to
i/ks
271' to
I(q,k = . 13.A
(ke ) = e () (13.4)

A questo punto si sostituisce nella (I3} A) il valore calcolato di o nella (L0}A)
. Per prima cosa:
>\2+ 2
to—1 2(i)\k37€1-k3) -1

to o A+a®

0 2(iNks—qkp)
@® + )2 +2q-kp — 2i\kp

q2 + )\2 ’

e detta questa quantita v(q, kg, \) si ha che:

q 2422 +2q-kp — 2i\kp

kg, A 14.A
(q7 B ) q + A2 B ( )
che per A =1, ricordando che q = A — kp, diventa:
A? — |2 +1—2ikp
kp,A=1)= B 15.A
va ks A=1) = Sz S (15.4)
Inoltre sostituendo al denominatore si ha:
) ] ()\2 + q2) )\2 + q2
Mep —q-kp)tg = (iMkp —q -k =
(iAks —q-kn)to = (Mks = a-ke) gm0y 2
Sostituendo tutto nella (13}A) si ottiene:
4m —i/k
I(q, kg, \) = ———— kg, A e
(qa B, ) ()\2 + qg) [V(qv B )]
4 - log[v(q,kp,\)]
I(q,kg,\) = ———¢€ * B 16.A
(q7 B> ) (A2+q2)€ B ( )

Adesso che 'espressione di I(q, kg, \) A) ¢ nota si puo finalmente calco-
lare la sua derivata da sostituire nella (I} A).

oaa. ks, N) _, 0 ¢~ Ry sl ks N
5)\ a)\ q2 +>\2 =
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A [e,ﬁélogV(q,kB,A) _t 1 v (g% + A2+

(q2 +)\2)2 gl/(q, kB7)‘)a

_9)\e Fg losv(aks.A)

= (2j4i’77r)\2)267 kLB IOgy(qka’)\)
q
i (@ 4N (2A—2ikp)(@® +N°) — 2M(¢® + N’ +2q - kp — 2iMkp] _
]fB V(qa ka)\) q2+)\2
= (2477T2)26*é10gu(q7k3’)\:1)
¢+ A
L [71 2X = 2ikp)(¢? +X2) — 2M¢> +2%) — 22(2q kg — 2iMkp) ]
kp (¢> + X2 +2q - kg — 2i\kp)
- (247”2)26_ Fg losv(akp A=1)
q*+ A

% |:(—Z) (—Qik‘B)(q2 + /\2) — 2)\(2(31 . kB — Qi)\kB) — 2)\(q2 + /\2) — 2)\(2q . kB — Qi)\kB)

(> + X +2q-kp — 2i\kp)
Per prima cosa si studia il denominatore:
(2 + 22 42q-kp —2i\kp) = A2+ k% —2A kp+ A2 +2A kg — 2k% — 2i\kp =
=A? — (kg +i))?.
Il numeratore , detto N(A), vale:
N(A) = (=2ikp) (4231 —27(2a-kp—2iAkp) —2X(®+2?) —2A(2q- ks —2i\kp) =
=2kp(* + \)(1+)\) +2\(2q - kp — 2i\kp) (i — kB) .
Per A =1 e utilizzando q = A — kg si ha:
NA=1)=—4kp(1+ A%+ k% —2A -kp) +4(i — k) (A -k — k% —ikp) .
Si raccolga kp cosi da avere:

N =1)
kp

i

4(1+A2+k§2A-k3)+4<k >(A~k3k,23ik3)

B

:—4[1+A2+k23—2A-kB+(1—];)A-k3+<1—kZB) (k%ka)} =

— 4 {1+A2+k232A~kB+A'kBI;A~k3+ik31k%ik3} -
B

:_4A.[A—k3<1+1€2>]
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A questo punto si sostituisce la derivata appena calcolata nel fattore di forma

@A)
4 2 - ogvr —
ﬁf’(A,kB)=ie“/2k5r(1—i/k3)e[ ry logv(akp.A=1)|
™

A-[A—-kp(l+i/kp)]
A2 — (kg +0)2)[(A —kp)2+1]2
Per conoscere la sezione d’urto differenziale tripla bisogna trovare il modulo
quadro dell’ampiezza di scattering e quindi calcolare il modulo quadro del fat-
tore di forma. Si analizzano quindi i vari fattori di £H (A, kg) singolarmente.
Innanzitutto si focalizzi I’ attenzione sul termine esponenziale e si ricordi che:

(17.A)

In(z) =ln|z| +i arg(z) .

Come mostrato nella (15 A):

A% — k2 41— 2k A% — k2 +1 2ik
V(q7kBa)‘:1): B+ 2 ZB: BQ+ - ZBz
(A—-kp)?+1 (A—-kp)2+1 (A-kp)2+1
2k
= CL'I"g(Z) = arctan (AQ—]{/‘EB{—:[) =
2k

= logv =log|v| + i arctan (M%—i—l) =
. 6_% logv _ o k; \y|6*#iarctan(77A2iIZJ§B+l> ’

da cui si ricava che:

2 —%arctan(—ﬁ%)
_ ¢ "E i) (18.A)

Si passa a calcolare:
A - [A —kp(1+i/kp)]|*
che risulta uguale a:
{A-[A-kp(l+i/kp)]}{A-[A —kp(l—i/kp)]} .

Dal prodotto di queste due quantita e chiamando ~ I'angolo tra A e kg si
ha:
A% {A? —2Akpcosy + (kj + 1) cos® v} . (19.A)

Analogamente si ricava anche:

A2 — (k% +0)? = AT =202 (k% — 1) + (k% — 1)° + 43, (20.A)
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mentre la quantitd [(A —kg)? + 1]? ¢ reale. Per quanto riguarda la funzione
Gamma di Eulero si ha:
y

D1 +iy)* = [T(1 +iy)|[0(1 — iy)| = (con y = —1/kp)

sinh(7y)

Inoltre nel modulo quadro da esplicitare compare il prodotto:

w
3

eFan(—L
e®5 [T(1— i/kp)[? =:(’23)
B

che puo essere scritto come:

2 1
= —— . 21.A
(kBl_e%B) (21.A)

Utilizzando le (18] A), (T9/A) , A) e (211 A) si puo scrivere il modulo quadro
129) o (120

della LH(A k) che grazie alla ( ) permette di trovare la sezione
d’urto differenziale tripla:

dggﬁl _ kakp |fBl|2
dQudQpdE ~— k7 :
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