
Università degli Studi di Napoli �Federico II�

Scuola Politecnica e delle Scienze di Base

Area Didattica di Scienze Matematiche Fisiche e Naturali

Dipartimento di Fisica �Ettore Pancini�

Laurea triennale in Fisica

L'equazione integrale di Abel

Relatore:

Dott. Ra�aele Carlone

Correlatore:

Dott. Domenico Finco

Candidato:

Giuseppe Lipardi

Matricola: N85000829

Anno Accademico 2017-2018





Indice

1 L'equazione integrale di Abel 4

1.1 Su un problema di meccanica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Condizioni di esistenza e unicità . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2 L'operatore integrale di Abel 11

2.1 Introduzione all'operatore di Abel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.2 Proprietà dell'operatore di Abel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2.1 Spazi Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2.2 Spazi di Holder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.2.3 Spazi di Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3 FNS Equation 15

3.1 Caso Frazionario FNS Equation come limite . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.2 Equazione di Schrödinger frazionaria con nonlinearitá concentrata . . . . . . 17

3.2.1 Notazione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.2.2 Caso libero . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.2.3 Perturbazione lineare di tipo delta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.2.4 Perturbazione non lineare di tipo delta . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1



Introduzione

In questo elaborato di tesi analizzeremo, a partire dal lavoro originale di Niels Hen-
rik Abel del 1823, "Résolution d'un problème de mécanique" [1], una classe di equazioni
integrali di particolare interesse per la �sica matematica.

In questo articolo viene proposto un tipo di problema che costituisce il prototipo di un
"problema inverso". Con questa locuzione ci si riferisce a problemi �sici o matematici di
cui è nota la soluzione a partire da taluni dati iniziali, mentre non risulta banale il ricavare
quei dati iniziali dalla conoscenza della soluzione. In particolare, il problema analizzato
da Abel consiste nel determinare il pro�lo di uno �scivolo� a partire dalla conoscenza della
dipendenza funzionale fra quota e tempi di arrivo di un punto materiale libero di scivolare
sulla curva stessa. Il "problema diretto", ovvero quello di ricavare la dipendenza funzionale
fra quota e tempi di arrivo noto il pro�lo della curva, è completamente conosciuto. Il
problema inverso conduce alla risoluzione di equazioni integrali di Volterra di seconda
specie del tipo » z

0

ϕpyq?
z � y

dy � fpzq (1)

ove f è una funzione nota detta �forzante� e ϕ è la funzione incognita. L'idea di analizzare
problemi inversi per ricavare nuove informazioni sul sistema �sico in analisi è oggi una
pratica consolidata e Abel può essere considerato uno dei precursori di tale approccio.

La risoluzione del problema di Abel contiene, in forma embrionale, alcuni concetti esten-
sivamente utilizzati in ambiti molto diversi della matematica applicata (ad esempio nella
meccanica del continuo, nella meccanica quantistica e anche nell'analisi dei processi sto-
castici) e comunemente indicati come calcolo frazionario: in questo lavoro vengono infatti
introdotti i concetti di integrale e di derivata di ordine generalizzato a un qualsiasi numero
reale. Questi operatori sono comunemente detti integrale frazionario e derivata frazionaria.
Il problema legato alla de�nizione del calcolo frazionario è noto sin dagli albori del calcolo
stesso. Fu proprio questo articolo di Abel che permise ai matematici dell'Ottocento di dare
una prima sistematizzazione del calcolo frazionario.
Nel lavoro di Abel viene quindi illustrata la stretta connessione fra calcolo frazionario e
�sica. L'utilizzo del calcolo frazionario in ambiti diversi dalle applicazioni in meccanica
classica richiede l'implementazione dello stesso in spazi funzionali diversi da quello delle
funzioni integrabili e l'analisi e lo studio delle sue proprietà di regolarizzazione. Mentre nel
primo capitolo è contenuta la trattazione del problema originale, nel secondo discuteremo la
formalizzazione rigorosa della �trasformata di Abel� nell'ambito del calcolo frazionario con
particolare attenzione alla sua implementazione negli spazi di Sobolev frazionari. Questa
scelta è motivata dal modello analizzato nel terzo capitolo dove discuteremo un modello di
laplaciano frazionario nonlineare e la risoluzione del corrispondente problema di Cauchy.
La motivazione, oltre che matematica, nello studio di questa equazione risiede nel fatto
che tale operatore corrisponde al limite continuo del laplaciano discreto con interazioni a
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lunga distanza [2]. Vedremo come le proprieà matematiche della �trasformata di Abel�
generalizzata siano fondamentali nel problema di buona positura.
La struttura matematica analizzata da Abel origina una struttura del calcolo particolar-
mente rilevante (vedi [3], [4]) per le applicazioni della �sica matematica ed in particolare
dei modelli di meccanica quantistica caratterizzati da interazioni nonlineari concentrate.



Capitolo 1

L'equazione integrale di Abel

1.1 Su un problema di meccanica

Nel 1823 il matematico tedesco Niels Henrik Abel pubblica un articolo dal nome
"Résolution d'un problème de mécanique".
In questo articolo viene analizzato un semplice problema meccanico. Il modello è quello
di un punto materiale che scivola lungo una guida, senza attrito, soggetto unicamente
alla forza peso. Supponendo di conoscere i tempi di percorrenza a partire da una quota
arbitraria, in cui ha avuto inizio il moto, si vuole determinare il pro�lo dello �scivolo�.
Riproduciamo qui la trattazione che lo stesso Abel ha dato del problema.

Si consideri il pro�lo dello scivolo, rappresentato da una curva nel piano xy di equazione
x � φpyq. Il sistema di riferimento viene scelto in modo che φp0q � 0.

Figura 1.1: Figura tratta dall'articolo "Su un problema di Abel" di Leonida Tonelli [5].

Il punto materiale è soggetto alla sola forza peso ed è libero di scivolare sulla curva.
Indichiamo con z la quota iniziale e con y un qualunque valore della quota compreso tra 0
e z. Indichiamo inoltre con τ il tempo di percorrenza per raggiungere l'origine. Vediamo
come a partire dalla conoscenza di τ � fpzq sia possibile ricavare l'equazione della curva
x � φpyq.
Si consideri il sistema di riferimento dell'ascissa curvilinea:

sptq �
» t

0

a
x12 � y12 dσ (1.1)

ed indichiamo con v � ds
dt la velocitá scalare.
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CAPITOLO 1. L'EQUAZIONE INTEGRALE DI ABEL 5

Dalla relazione x � φpyq, abbiamo che possiamo riscrivere (1.1) come

sptq �
» yptq

0

a
1 � φ12 dy (1.2)

A partire dal principio di conservazione dell'energia

mgz � 1

2
mv2 �mgy, (1.3)

si ricava la seguente relazione:
dsa

2gpz � yq � dt. (1.4)

Dato che ds �
a

1 � φ12dy e per de�nizione t � fpyq, integrando la (1.4) fra 0 e z si ricava
che: » z

0

a
1 � φ12a

2gpz � yq dy � fpzq. (1.5)

L'equazione (1.5) risulta essere un'equazione integrale nell'incognita φ e avente come
�forzante� la funzione fpzq.
Mediante la posizione

?
2g � 1 e ϕpyq �

a
1 � φ12 la (1.5) si scriverà come:» z

0

ϕpyq?
z � y

dy � fpzq (1.6)

Nel lavoro originale Abel considera una classe di problemi più generali del tipo:» z
0

ϕpyq
pz � yqα dy � fpzq. (1.7)

La soluzione formale di tale problema, contenuta nel lavoro di Abel, si scrive come

ϕpyq � 1

ΓpαqΓp1 � αq
d

dy

» y
0

fpzq
py � zq1�α dz (1.8)

per 0   α   1 e dove la funzione Γ è la funzione di Eulero cosí de�nita:

Γpαq �
» 8

0
tα�1e�t dt. (1.9)

1.2 Condizioni di esistenza e unicità

Vogliamo ora indagare le condizioni di esistenza ed unicità della soluzione dell'equazione
integrale di Abel: » z

0

ϕpyq
pz � yqα dy � fpzq (1.10)

con 0   α   1.
Per semplicità studiamo tale equazione per z P p0, 1q. Obiettivo di tale paragrafo sarà
dimostrare il seguente teorema che stabilisce una condizione necessaria e su�ciente perché
vi sia una e una sola soluzione.
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Teorema 1.2.1.

Sia 0   α   1. Se la funzione f(z) è assolutamente continua in tutto p0, 1q, l'equazione
integrale di Abel (1.8) ammette una ed una sola soluzione integrabile e tale soluzione è data

da

ϕpyq � 1

ΓpαqΓp1 � αq
d

dy

» y
0

fpzq
py � zq1�α dz

o equivalentemente

ϕpyq � sinπα

π

�
fp0q
y1�α

�
» y

0

f 1pzq
py � zq1�α dz

�

Per dimostrare questo teorema avremo bisogno di alcuni risultati contenuti nei prossimi
lemmi.

Lemma 1.2.2. Sia 0   α   1 e sia T il triangolo del piano xy avente per vertici i punti

p0, 0q, p1, 0q, p1, 1q.
Se:

1. Apx, yq è una funzione limitata e integrabile in T;

2. ϕpyq P L1p0, 1q;
allora:

a) esiste �nito, per quasi ogni x P p0, 1q, l'integrale» x
0

Apx, yq
px� yqαϕpyq dy

b) esistono �niti, per ogni z P p0, 1q gli integrali» z
0

dx

pz � xq1�α
» x

0

Apx, yq
px� yqαϕpyq dy;

» z
0
ϕpyqdy

» z
y

Apx, yq
pz � xq1�αpx� yqα dx

e inoltre risultano uguali.

Dimostrazione.

Consideriamo la funzione

hpx, yq � Apx, yqϕpyq
pz � xq1�αpx� yqα (1.11)

e mostriamo che @z P p0, 1q il nucleo hpx, yq è integrabile nel triangolo Tz di vertici
p0, 0q, pz, 0q, pz, zq.
Per ipotesi sappiamo che:

DN ¡ 0 : |Apx, yq| ¤ N @px, yq P T

Ne deriva che:

|hpx, yq| �
���� Apx, yqϕpyq
pz � xq1�αpx� yqα

����¤ N |ϕpyq|
pz � xq1�αpx� yqα

Ricordando che» z
y

1

pz � xq1�αpx� yqα dx �
» 1

0

1

p1 � tq1�α tα dt �
π

sinπα
0   y   z



CAPITOLO 1. L'EQUAZIONE INTEGRALE DI ABEL 7

troviamo che:» z
0
ϕpyqdy

» z
y

Apx, yq
pz � xq1�αpx� yqαdx ¤ N

» z
0
|ϕpyq|dy

» z
y

Apx, yq
pz � xq1�αpx� yqα dx �

� Nπ

sinπα

» z
0
|ϕpyq| dy

Dall'ipotesi ϕpyq sommabile in p0, 1q. Ne deriva che la funzione hpx, yq è integrabile in
Tz,@z P p0, 1q. Grazie a questo risultato possiamo a�ermare che per il teorema di Fubini
il lemma è dimostrato.

Utilizzando il risultato di questo lemma è possibile veri�care una condizione di esistenza e
unicità più debole per l'equazione integrale di Abel.

Teorema 1.2.3.

Sia 0   α   1 e sia fpxq P L1p0, 1q. Condizione necessaria e su�ciente a�nché una

funzione ϕpyq P L1p0, 1q veri�chi l'equazione integrale di Abel (1.10) per quasi ogni x P
p0, 1q è che soddis� le seguente equazione» z

0
ϕpyq dy � sinπα

π

» z
0

fpxq
pz � xq1�α dx @z P p0, 1q

Osservato che la funzione

gpzq �
» z

0
ϕpyq dy

è una funzione assolutamente continua in tutto l'intervallo (0,1) e che si annulla in 0, il
teorema è equivalente al seguente enunciato.

Teorema 1.2.4.

Sia 0   α   1 e sia fpxq P L1p0, 1q. Condizione necessaria e su�ciente a�nché una

funzione ϕpyq P L1p0, 1q veri�chi l'equazione integrale di Abel (1.10) per quasi ogni x P
p0, 1q è che l'integrale » z

0

fpxq
pz � xq1�α dx

sia una funzione della z assolutamente continua in tutto p0, 1q e nulla per z � 0.

Dimostrazione del Teorema 1.2.3.

Per dimostrare il teorema consideriamo un caso più generale dato da:» x
0

Apx, yqϕpyq
px� yqα dy � fpxq

dove Apx, yq è una funzione limitata e integrabile in T (osserviamo che per l'equazione di
Abel Apx, yq � 1, quindi l'assunzione fatta comprende il caso di nostro interesse).
Supponiamo che l'equazione appena scritta valga per quasi ogni x P p0, 1q. Per il lemma
1.2.2, sappiamo che esiste �nito il seguente integrale:» z

0

dx

pz � xq1�α
» x

0

Apx, yq
px� yqαϕpyq dy @z P p0, 1q

Ne deriva che vale l'equazione» z
0

dx

pz � xq1�α
» x

0

Apx, yq
px� yqαϕpyq dy �

» z
0

fpxq
pz � xq1�α dx @z P p0, 1q
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Ricordando che nel nostro caso particolare Apx, yq � 1 e che» z
y

1

pz � xq1�αpx� yqα dx �
» 1

0

1

p1 � tq1�α tα dt �
π

sinπα
0   y   z

abbiamo la tesi.
Supponiamo ora che valga l'uguaglianza» z

0

dx

pz � xq1�α
» x

0

Apx, yq
px� yqαϕpyq dy �

» z
0

fpxq
pz � xq1�α dx @z P p0, 1q

che come abbiamo visto è equivalente alla condizione» z
0
ϕpyq dy � sinπα

π

» z
0

fpxq
pz � xq1�α dx @z P p0, 1q

nel caso particolare Apx, yq � 1.
De�niamo allora la seguente funzione

Dpxq �
» x

0

Apx, yq
px� yqαϕpyq dy � fpxq

Grazie al lemma 1.2.2, possiamo riscrivere la nostra ipotesi nel seguente modo» z
0

Dpxq
pz � xq1�α dx � 0 @z P p0, 1q

Allora tale funzione è integrabile in p0, 1q e in tale intervallo risulta essere integrabile anche
Dpxq dal momento che si può scrivere come

Dpxq � Dpxq
pz � xq1�α pz � xq1�α

dove pz � xq1�α è una funzione �nita e continua delle x in tutto p0, 1q.
Vale banalmente la seguente uguaglianza:» t

0

dz

pt� zqα
» z

0

Dpxq
pz � xq1�α dx � 0 @t P p0, 1q

Poiché Dpxq rispetta le ipotesi del lemma 1.2.2, è possibile invertire l'ordine delle integra-
zioni e scrivere » t

0
Dpxq dx

» t
x

1

pt� zqαpz � xq1�α dz � 0 @t P p0, 1q

Ciò equivale a dire » t
0
Dpxq dx � 0 @t P p0, 1q

ne deriva che Dpxq � 0 quasi dappertutto in p0, 1q, per cui abbiamo dimostrato la tesi.

Ora che abbiamo provato l'esistenza e l'unicità di una soluzione quasi ovunque nell'in-
tervallo p0, 1q, ciò che vogliamo fare è esibire una funzione ϕpyq che veri�chi l'equazione
integrale di Abel in tutto p0, 1q. A questo scopo dobbiamo premettere un lemma.
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Lemma 1.2.5.

Sia 0   α   1. Se la funzione f(x) è assolutamente continua in p0, 1q, la funzione

F pzq �
» z

0

fpyq
pz � yqα dy

è anch'essa assolutamente continua in p0, 1q e la sua derivata è data quasi dappertutto da

F 1pzq � fp0q
zα

�
» z

0

f 1pyq
pz � yqα dy

Dimostrazione.

Per dimostrare il lemma riscriviamo la funzione F pzq integrando per parti il secondo
membro:

F pzq � fp0q
1 � α

z1�α � 1

1 � α

» z
0
f 1pyqpz � yq1�α dy

Osservato che
pz � yq1�α

1 � α
�
» z
y

dx

px� yqα per 0   y   z

possiamo sostituire tale espressione così da avere :

F pzq � fp0q
1 � α

z1�α �
» z

0
f 1pyq dy

» z
y

dx

px� yqα

Applicando ora il lemma 1.2.2 all'integrale del secondo membro possiamo riscrivere

F pzq � fp0q
1 � α

z1�α �
» z

0
dx

» x
0

f 1pyq
px� yqα dy

E' facile osservare che tale funzione è assolutamente continua in p0, 1q: infatti essa si
può scrivere come integrale di funzioni sommabili. Ne deriva che la sua derivata è data
quasi dappertutto dalle derivate dei due termini del secondo membro; con ciò il lemma è
provato.

Il lemma appena provato ci permette di a�ermare che condizione necessaria e su�ciente,
perché una funzione ϕpyq P L1p0, 1q veri�chi l'equazione integrale di Abel(1.10) per quasi
ogni x P p0, 1q, è che la funzione fpzq sia assolutamente continua in tutto p0, 1q.
Andiamo in�ne a dimostrare il teorema 1.2.1.

Dimostrazione del Teorema 1.2.1.

Come abbiamo appena visto, grazie al teorema 1.2.3 e al lemma 1.2.5 sappiamo che la
funzione

ϕpyq � sinπα

π

�
fp0q
y1�α

�
» y

0

f 1pzq
py � zq1�α dz

�
risolve l'equazione integrale di Abel per quasi ogni y P p0, 1q. Non ci resta che provare che
tale espressione veri�ca l'equazione di Abel @y P p0, 1q.
Andiamo quindi a sostituire tale espressione nell'equazione di Abel.» z

0

ϕpyq
pz � yqα dy �
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� sinπα

π

�
fp0q

» z
0

dy

y1�α pz � yqα �
» z

0

dy

pz � yqα
» y

0

f 1pxq
py � xq1�α dx

�
Il primo integrale del secondo membro è �nito e vale» z

0

dy

y1�α pz � yqα � π

sinπα

Anche il secondo integrale, in virtù del lemma 1.2.2 esiste sempre �nito. Ne deriva che
l'espressione al primo membro esiste: ciò che resta da dimostrare è che tale integrale sia
uguale a fpzq, @z P p0, 1q.
Riscriviamo l'espressione:» z

0

ϕpyq
pz � yqα dy � fp0q � sinπα

π

» z
0

dy

pz � yqα
» y

0

f 1pxq
py � xq1�α dx

Sempre per il lemma 1.2.2 possiamo invertire l'ordine di integrazione:» z
0

ϕpyq
pz � yqα dy � fp0q � sinπα

π

» z
0
f 1pxq dx

» z
x

dy

pz � yqα py � xq1�α

Dal momento che » z
x

dy

pz � yqα py � xq1�α � π

sinπα

abbiamo la tesi » z
0

ϕpyq
pz � yqα dy � fp0q �

» z
0
f 1pxq dx � fpzq.

In conclusione, abbiamo illustrato quali sono le condizioni di esistenza e unicità per una
soluzione dell'equazione di Abel nello spazio delle funzioni integrabili ed inoltre si è trovata
un'espressione esplicita di tale soluzione. Nel capitolo successivo analizzeremo le proprietà
dell'equazione di Abel in spazi funzionali diversi in modo da poterne studiare le applicazioni
in altri ambiti, come ad esempio in meccanica quantistica. Questo argomento costituirà
l'oggetto del terzo capitolo.



Capitolo 2

L'operatore integrale di Abel

2.1 Introduzione all'operatore di Abel

Nel primo capitolo abbiamo studiato dal punto di vista classico l'equazione integrale
di Abel

1

Γpαq
» x

0

ϕpyq
px� yqα dy � fpxq, 0   α   1 (2.1)

andando ad analizzare il problema di esistenza e unicità della soluzione nello spazio di Le-
besgue L1p0, 1q. Nel corso di questo capitolo analizzeremo l'operatore di Abel nel contesto
più generale del calcolo fraziona rio. In questo capitolo discuteremo, in particolare, alcuni
risultati utili a de�nire le soluzioni di equazioni analoghe alla (2.1) negli spazi di Sobolev.

L'equazione (2.1) rientra nella classe delle equazioni integrali di Volterra del primo tipo

Kϕ �
» x

0
kpx� yqϕpyq dy � fpx.q

Il kernel kpxq è un funzione integrabile. Si può veri�care il caso in cui esista un altro kernel
lpxq, detto kernel associato a kpxq, anch'esso integrabile e tale che» x

0
lpx� yqkpyq dy � 1 @x ¡ .0

Questa condizione è conosciuta come condizione di Sonine e i kernel che la soddisfano sono
chiamati kernel di Sonine.
Allora se introduciamo il kernel

apxq � x�α

Γpαq x ¡ 0, 0   α   1

possiamo riscrivere l'equazione integrale di Abel in termini dell'operatore, che diremo di
Abel,

Aα : ϕ ÞÑ Aϕ � a � ϕpxq
così da avere

Aαϕ �
» x

0
apx� yqϕpyq dy � fpxq.

Il kernel apxq appena de�nito risulta essere un kernel di Sonine ed il kernel ad esso associato
è

bpxq � xα�1

Γp1 � αq x ¡ 0, 0   α   1.
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Andiamo a veri�care che sia soddisfatta la condizione di Sonine» x
0
bpx� yqapyq dy � 1

Γp1 � αqΓpαq
» x

0
px� yqα�1y�α dy �

� 1

Γp1 � αqΓpαq
» 1

0
p1 � tqα�1t�α dt � 1

Tale uguaglianza deriva dalla funzione β di Eulero così de�nita:

βpr, sq �
» 1

0
p1 � tqs�1tr�1 dt � ΓprqΓpsq

Γpr � sq
Nel nostro caso abbiamo che s � α e r � 1 � α, da qui abbiamo che vale la condizione di
Sonine.
Introdotto l'operatore di Abel, o anche trasformata di Abel, vogliamo ora studiarne le
proprietà e in particolare vogliamo vedere come agisce su alcune classi di funzioni.

2.2 Proprietà dell'operatore di Abel

L'operatore di Abel introdotto nella sezione precedente è una generalizzazione del con-
cetto di integrale a un indice reale qualsiasi: infatti di questo ne conserva tutte le proprietà,
prima fra tutte la linearità. Allora l'operatore di Abel applicato ad una certa funzione fpxq
darà come risultato l'integrale di f di indice α:

Iαfpxq � Aαfpxq � 1

Γpαq
» x

0

fpyq
px� yqα dy 0   α   1

Osserviamo che condizione perché esista tale funzione è che fpxq sia integrabile. Inoltre
evidenziamo che, per α � 0, l'operatore di Abel fornisce l'integrale intero di fpxq.
Una proprietà peculiare dell'operatore integrale di Abel risulta essere la seguente:

IαpIβfq � Iα�βf 0   α   1, 0   β   1 � α.

Strettamente connesso all'idea di integrale frazionario vi è il concetto di derivata fraziona-
ria. Dunque se ricordiamo l'equazione integrale di Abel e la sua soluzione, abbiamo che la
de�nizione di questo nuovo operatore, che indicheremo con Dα, è già nota:

DαpIαϕq � ϕ � Dαf � 1

Γp1 � αq
d

dx

» x
0

fpyq
px� yq1�α dy

Anche per l'operatore di derivazione Dα, abbiamo che per α � 1 questo risulta essere
l'usuale derivata della funzione a cui è applicato.
Vogliamo ora andare a de�nire, sulle classi di funzioni su cui agisce l'operatore di Abel,
le proprieà di analiticità: in particolare si vuole studiare se esso sia in grado di mappare
all'interno della stessa classe o anche di aumentare la regolarità delle funzioni stesse(per le
dimostrazioni delle seguenti proposizioni si rimanda a [3], [4]).

2.2.1 Spazi Lp

Ricordiamo che gli spazi Lp sono gli spazi delle funzioni p�integrabili. Per questi spazi, in
relazione alla trasformata di Abel, vale la seguente proposizione

Proposizione 2.2.1.

Siano 0   α   1 e 1   p   1
α . Se u P Lpp0, aq, con 0   a ¤ �8, allora Aαu P L

p
1�αp p0, aq

e

}Aαu}
L

p
1�αp

¤ cpα, pq}u}Lp .
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2.2.2 Spazi di Holder

De�nizione 2.1. Spazio di Holder
Sia 0   α   1 . De�niamo C0,αr0, as spazio di Holder lo spazio delle funzioni u P C0r0, as
che veri�cano la condizione di Holder:

rusα � sup
x,yPr0,as

|upxq � upyq|
|x� y|α   8.

Per questo spazio funzionale vale la seguente proposizione:

Proposizione 2.2.2.

Siano 0   α   1 e 0   β   1 � α. Se u P C0,βr0, as, con 0   a ¤ �8, e u(0)=0, allora

Aαu P C0,α�β e

rAαusα�β ¤ cpα, βqrusβ.

2.2.3 Spazi di Sobolev

De�nizione 2.2. Spazio di Sobolev
Siano 0   θ   1 e 1   p   �8. De�niamo W θ,pp0, aq spazio di Sobolev lo spazio delle
funzioni u P Lpp0, aq tali che

rusW θ,pp0,aq �
» a

0

» a
0

|upxq � uptq|p
|x� t|1�pθ dx dt   8

Se equipaggiamo tale spazio della norma || � ||W θ,pp0,aq data da

||u||W θ,pp0,aq � ||u||Lpp0,aq � rusW θ,pp0,aq

lo spazio W θ,pp0, aq è uno spazio di Banach.
De�nito tale spazio funzionale andiamo a studiare come agisce l'operatore di Abel su tali
funzioni. In particolare valgono le due seguenti proposizioni:

Proposizione 2.2.3.

Siano 0   α   1 e 0   θ   1 � α. Se u PW θ,1p0, aq, con 0   a   �8, allora

rAαusW θ�α�ε,1p0,aq ¤ cpα, θ, εqaεprusW θ,1p0,aq � a�θ||u||L1p0,aqq con ε ¡ 0.

Proposizione 2.2.4.

Siano 0   α   1 e 1 � α   θ   1. Se u P W θ,1p0, aq, con 0   a   �8, allora

Aαu PW 1,1p0, aq e

|| d
dx
Aαu||L1p0,aq ¤ cpα, θqaθ�α�1prusW θ,1p0,aq � a�θ||u||L1p0,aqq.

In�ne vogliamo andare a considerare alcuni risultati che ci serviranno nel corso del
prossimo capitolo e che descrivono le proprietà di regolarizzazione dell'operatore di Abel
negli spazi di Sobolev frazionari Wµ,2pRq � HµpRq. Prima di procedere evidenziamo che
diremo u P 9HµpRq se risulta che rusHµpRq   8. Valgono allora i seguenti risultati:

Lemma 2.2.5. Sia s P p1
2 , 1s e ` P HµpRq, con µ ¥ 0 e suppt`u � r0, rs, per qualche

r P R�. Allora la funzione

Lptq :�
» t

0

`pτq
pt� τq 1

2s

dτ, t P R, (2.2)

appartiene a L2
locpRq X 9Hµ�1� 1

2s pRq.
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Dimostrazione. Osserviamo che

Lptq � ph � `qptq, @t P R, dove hptq :� Hptq
t

1
2s

(2.3)

e H è la funzione di Heaviside. La funzione hptq appena introdotta a meno di un fattore
di proporzionalità è il kernel di Abel con α � 1

2s . Consideriamo inoltre la funzione così
de�nita:

Lrptq :� phr � `qptq, @t P R, con hrptq :� Hptq �Hpt� rq
t

1
2s

.

e tale che Lptq � Lrptq, per ogni t P r0, rs. Dalle proprietà della convoluzione ricaviamo:

}L}L2p0,rq ¤ }Lr}L2pRq ¤ }hr}L1pRq}`}L2pRq � r1� 1
2s }`}L2p0,rq   8.

Ne deriva che Lptq P L2
locpRq. Mostriamo ora che L P 9Hµ�1� 1

2s pRq.
Dalle proprietà della convoluzione vale la seguente equazione:pLpkq � ?

2π phpkqp̀pkq
dove

phpkq � dpsq
k1� 1

2s

, dpsq :� e�ı
π
2 p1� 1

2sq?
2π

Γp1 � 1
2sq.

Ne segue »
R

��|k|µ�1� 1
2s pLpkq��2 dk ¤ Cs

»
R

��|k|µ p̀pkq��2 dk   8,
che conclude la dimostrazione.

Lemma 2.2.6. Sia s P p1
2 , 1s e ` P Hµp0, rq, con µ ¥ 0 e r P R�. Allora:

(i) se µ P r0, 1
2q, allora L P Hµ�1� 1

2s p0, rq;
(ii) se µ P p1

2 ,
3
2q e `p0q � 0, allora L P Hµ�1� 1

2s p0, rq;
(con L de�nito da (2.2)). Inoltre,

}L}
Hµ�1� 1

2s p0,rq
¤ Cr}`}Hµp0,rq.

Dimostrazione. Sia

r̀ptq :�

$'&
'%

`ptq, if t P r0, rs,
`p2r � tq, if t P pr, 2rs,
0, if t P Rzr0, 2rs.

Facilmente si trova
}r̀}Hµp0,2rq ¤ 2}`}Hµp0,rq,

e inoltre vale
}r̀}HµpRq ¤ C}r̀}Hµp0,2rq.

Ne segue che r̀ soddisfa le ipotesi del Lemma 2.2.5 (con supporto in r0, 2rs, invece che in
r0, rs), per cui

rLptq :�
» t

0

r̀pτq
pt� τq 1

2s

dτ P L2
locpRq X 9Hµ�1� 1

2s pRq.

In�ne, osservando che rLptq � Lptq, per ognil t P r0, rs, abbiamo la tesi.

Le proprietà di regolarizzazione appena descritte, in particolare quelle viste per gli spazi
di Sobolev, saranno essenziali nel corso del successivo capitolo nell'analisi del problema di
Cauchy associato all'equazione di Schrodinger frazionaria non lineare.



Capitolo 3

FNS Equation

Le proprietà dinamiche dell'equazione di Schrödinger frazionaria sono, per quanto visto
in precedenza, rilevanti sia per l'interesse matematico delle stesse, sia per le applicazione
ai modelli.

Nel primo capitolo abbiamo visto come la trasformata di Abel emerga in maniera
naturale in problemi di meccanica classica. Nel secondo capitolo abbiamo poi analizzato
le proprietà della trasformata di Abel dal punto di vista matematico. Nel terzo capitolo
analizzaremo come il formalismo che abbiamo introdotto si possa applicare a problemi di
meccanica quantistica. Nello speci�co analizzeremo la risoluzione di alcuni problemi di
Cauchy per l'equazione di Schröndinger con interazioni concentrate.
Questo tipo ti problemi ha avuto un rilevante interesse �sico matematico per via della
�risolubilità�. In altri termini le soluzioni dei problemi evolutivi nello schema di interazione
sempli�cata in questione saranno esplicite. Pertanto tutte le informazioni rilevanti sulla
dinamica saranno ottenute direttamente dalle soluzioni.
Il calcolo frazionario, ed in particolare la trasformata di Abel, viene applicato a problemi
lineari, non lineari, non autonomi e a problemi evolutivi che coinvolgono il laplaciano
frazionario. Nel seguito discuteremo l'applicazione al caso frazionario, di recente interesse.

3.1 Caso Frazionario FNS Equation come limite

L'equazione di Schrödinger con laplaciano frazionario p�4qα può rappresentare il limite
continuo di sistemi �sici quantistici discreti in cui le interazioni sul reticolo sono a grande
distanza, e decadono come l'inverso di potenze. Nell'articolo [2] è contenuta una derivazione
rigorosa di tale limite e sono analizzati casi speci�ci come ad esempio modelli di trasporto
di carica in biopolimeri. Altre possibili applicazioni sono nei modelli di stelle di bosoni
pseudorelativistiche [6].
In un lavoro più recente [7] viene analizzata la dinamica di una equazione di Schrödinger
con laplaciano frazionario allo scopo di mettere in luce e�etti di decoerenza, sempre in
ambito bio�sico.
In un contesto puramente matematico l'equazione di Schrödinger frazionaria è stata analiz-
zata in relazione alla �weak turbulence theory� poiché esibisce un comportamento anomalo
non previsto da tale teoria(vedi [8][9]).
Di tale equazione sono state anche analizzate, nel caso nonlineare, le soluzioni solitoniche
e si è trovato che si concentrano lungo equazioni newtoniane nel limite semiclassico [10].

15
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Per comprendere meglio il signi�cato �sico dell'equazione di Schrödinger frazionaria non
lineare e della sua soluzione, consideriamo il seguente problema. Prendiamo un reticolo
unidimensionale hZ dove 0   h   1 rappresenta la dimensione della maglia reticolare.
Indichiamo inoltre con xm � hm, m P Z, i punti del reticolo.
Il problema di Cauchy legato all'equazione discreta di Schrödinger non lineare si scriverà
nel seguente modo:"

i ddtuhpt, xmq � h
°
n��m

uhpt,xmq�uhpt,xnq
|xm�xn|1�2s � |uhpt, xmq|2σuhpt, xmq

uhp0, xmq � vhpxmq
(3.1)

Le funzioni d'onda uh : r0, T q�hZ Ñ C che risolvono il problema dipendono dal parametro
h, ovvero dalla grandezza della maglia. Ciò che si veri�ca è che, per 0   s   1, al limite
per hÑ 0� le funzioni uh tendono alla funzione u : r0, T q � R Ñ C che risolve il seguente
problema: "

i BBtupt, xq � cp�∆qsu� |upt, xq|2σupt, xq
up0, xq � vpxq (3.2)

con 0   s   1.
Il fatto che la soluzione dell'equazione di Schrödinger frazionaria non lineare si presenti
come limite della soluzione nel caso discreto per 0   s   1, ovvero nel caso di interazioni
a lungo raggio, ci permette di dedurre il signi�cato �sico dei vari termini che compaiono
nell'equazione direttamente dal caso discreto.
Il problema (3.1) è stato adoperato per studiare il comportamento di alcuni biopolimeri:
in particolare il DNA.
In questo modello il DNA viene trattato come un reticolo unidimensionale i cui siti rap-
presentano una coppia di basi.
Per tener conto del fatto che ciascun sito sia un oggetto complesso nell'equazione è presente
un termine non lineare che rappresenta proprio l'autointerazione per una coppia di basi
del �lamento con se stessa. Il parametro σ ¡ 0 ci permette di distinguere al variare di esso
diversi tipi di problemi, mentre il caso + e quello - si di�erenziano per il fatto che il primo
descrive un'autointerazione di tipo attrattivo, il secondo invece di carattere repulsivo.
Il termine di sommatoria è utile a schematizzare le interazioni fra i vari siti del reticolo:
in particolare tale interazione diminuisce al crescere della distanza fra i siti. Anche in
questo caso abbiamo che questa interazione dipende da un parametro, s ¡ 0. Il parametro
s descrive in che modo decade l'interazione fra i siti: in particolare è utile osservare la
di�erenza �sica che si ha nel modello per s   1 e per s ¡ 1.
Per s   1, il termine di interazione fra i diversi siti decade lentamente: ecco perché si parla
in tal caso di interazioni a lungo raggio. Tale caso è utile a descrivere il DNA. Infatti all'in-
terno del nucleo questo si presenta come un agglomerato: ciò signi�ca che anche due siti
molto distanti fra loro hanno interazione non nulla. Come abbiamo già detto al limite per
h Ñ 0� questo tipo di interazione viene descritta dall'operatore cp�∆qs che, a di�erenza
del laplaciano classico, presenta un carattere non locale.
Per s ¡ 1, l'interazione decade velocemente: ciò signi�ca che l'interazione ha un carattere
esclusivamente locale poiché al crescere della distanza fra i siti l'interazione diviene nulla.
In tal caso al limite per h Ñ 0�, abbiamo che la soluzione del problema discreto tende
alla soluzione del problema di Cauchy associato all'equazione di Schrödinger non lineare;
ovvero l'interazione fra i siti è descritta dal laplaciano classico che è un operatore locale.
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3.2 Equazione di Schrödinger frazionaria con nonlinearitá con-

centrata

In questa sezione vogliamo analizzare un' equazione di Schrödinger frazionaria con una
nonlinearità concentrata. Pur rappresentando una sempli�cazione rispetto al caso esteso
permette di analizzare le peculiarità della dinamica indotta da tale operatore.
Prima di procedere nello studio del problema di Cauchy legato all'equazione di Schrödinger
frazionaria non lineare, sarà opportuno richiamare nozioni del caso lineare con interazione
puntuale.

3.2.1 Notazione

Ricordiamo alcune de�nizioni che ci serviranno nel corso del capitolo.

De�nizione 3.1. Per ogni s P p0, 1q, diciamo laplaciano frazionario p�∆qs l'operatore
sull'aperto Ω � R così de�nito:

p�∆qsΩupxq :� cpsqP.V.
»

Ω

upxq � upyq
|x� y|1�2s

dy

dove cp�q è una speci�ca costante di normalizzazione tale che

{p�∆qsu pkq :� |k|2s pupkq,
con xp � q si è indicata la trasformata di Fourier su R.

Richiamiamo anche la de�nizione di spazio frazionario di Sobolev HµpΩq:
De�nizione 3.2. Sia µ P p0, 1q. Lo spazio frazionario di Sobolev è così de�nito:

HµpΩq :�
!
u P L2pΩq : u P 9HµpΩq

)
�
!
u P L2pΩq : rus

9HµpΩq   8
)

dove con rus
9HµpRq si è intesa la seminorma

rus2
9HµpΩq

:�
»

Ω�Ω

|upxq � upyq|2
|x� y|1�2µ

dx dy.

Quando Ω � R, tale spazio risulta essere equivalente al seguente:

HµpRq �
"
u P S1pRq :

»
R
p1 � |k|2qµ |pupkq|2 dk   8

*
,

dove S1pRq è lo spazio delle distribuzioni temperate e

rus2
9HµpRq :� }p�∆qµ{2u}2L2pRq �

»
R
|k|2µ |pupkq|2 dk

Introdotti l'operatore laplaciano frazionario e gli spazi di Sobolev frazionari andiamo
ora a studiare il problema di Cauchy per l'equazione frazionaria di Schrödinger nel caso
libero e nel caso di perturbazione lineare di tipo delta.
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3.2.2 Caso libero

Introduciamo, per ogni s P p0, 1q, l'operatore H0
s : L2pRq Ñ L2pRq de�nito nel seguente

modo:
DpH0

sq :� H2spRq and H0
sψ :� p�∆qsψ, @ψ P DpH0

sq
Tale operatore risulta essere autoaggiunto, quindi per il teorema di Stone il problema di
Cauchy: $'&

'%
ı
Bψ
Bt � H0

sψ

ψp0, � q � ψ0p � q P H2spRq
ha un'unica soluzione

ψpt, xq :� pUsptqψ0qpxq P C0pr0, T s;H2spRqq X C1pr0, T s;L2pRqq, @T ¡ 0,

con Usptq operatore di evoluzione temporale de�nito dal kernel integrale:

Uspt, xq :� 1

2π

»
R
eıkx e�ı|k|

2st dk,

ovvero {Uspt, � qpkq � e�ı|k|
2st

?
2π

.

Il caso libero dell'equazione frazionaria di Schrödinger ricalca perfettamente quanto si trova
nel caso libero dell'equazione di Schrödinger.

3.2.3 Perturbazione lineare di tipo delta

Per de�nire l'equazione di Schrödinger frazionaria con perturbazione lineare di tipo
delta si deve considerare innanzitutto la funzione di Green del laplaciano frazionario che
corrisponde alla soluzione in L2pRq della seguente equazione:

pp�∆qs � λqGλs � δ, @λ ¡ 0, s P p0, 1s; (3.3)

ovvero alla trasformata di Fourier inversa di

xGλs pkq � 1?
2π p|k|2s � λq . (3.4)

Osserviamo che Gλs P L2pRq per ogni s ¡ 14 e Gλs P L8pRq X C0pRq per ogni s ¡ 1
2 .

Possiamo ora de�nire il seguente operatore Hα
s . Per ogni s P p1

2 , 1s e α P R, Hα
s : L2pRq Ñ

L2pRq con dominio e azione rispettivamente dati da:

DpHα
s q :�

!
ψ P L2pRq : ψ � φλ � αGλsψp0q, φλ P H2spRq, λ ¡ 0

)
, (3.5)

pHα
s � λqψ :� pp�∆qs � λqφλ, @ψ P DpHα

s q. (3.6)

Tale operatore è autoaggiunto per costruzione e rappresenta il laplaciano frazionario con
perturbazione lineare di tipo delta. Allora il problema$'&

'%
ı
Bψ
Bt � Hα

s ψ

ψp0, � q � ψ0p � q P DpHα
s q

(3.7)
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ammette un'unica soluzione

ψ P C0pr0, T s;DpHα
s qq X C1pr0, T s;L2pRqq,

Osseriviamo che l'operatore Hα
s è stato consideato come una perturbazione di tipo delta

del laplaciano frazionario perché esso è limite, nel senso della norma del risolvente, della
seguente successione di operatori autoaggiunti:

DpHε
sq :� H2spRq and Hε

s ψ :� �p�∆qs � 1
εV

�
�
ε

��
ψ

dove V è un potenziale a supporto compatto e tale che α � ³
R V pxq dx. Andiamo in�ne a

studiare il caso di perturbazione non lineare di tipo delta del laplaciano frazionario.

3.2.4 Perturbazione non lineare di tipo delta

La de�nizione di nonlinerarità concentrata per il laplaciano frazionario viene ricavata per
analogia dal caso lineare.
Nel caso lineare la forza dell'interazione è legata al parametro α. Se si vuole ottenere un
analogo nonlineare possiamo quindi fare la seguente assunzione:

α � αpψq � β|ψp0q|2σ, σ ¡ 0, β P R,

L'operatore sarà quindi de�nito come:

DpHn
s q :�

!
ψ P HspRq : ψ � φλ � β|ψp0q|2σψp0qGλs , φλ P H2spRq, λ ¡ 0

)
, (3.8)

pHn
s � λqψ :� pp�∆qs � λqφλ, @ψ P DpHn

s q.

e il problema di Cauchy a esso associato è dato da$'&
'%

ı
Bψ
Bt � Hn

sψ

ψp0, � q � ψ0p � q P DpHn
s q.

(3.9)

Per risolvere questo problema di Cauchy faremo un ansatz sulla struttura delle soluzioni
(formula di Duhamel):

ψpt, xq � pUsptqψ0qpxq � ıβ

» t
0
Uspt� τ, xq|ψpτ, 0q|2σψpτ, 0q dτ. (3.10)

ove posto
qptq :� ψpt, 0q, (3.11)

detta carica, si ha che l'equazione precedente si riscrive come:

ψpt, xq :� pUsptqψ0qpxq � ıβ

» t
0
Uspt� τ, xq|qpτq|2σqpτq dτ. (3.12)

Imponendo che ψpt, xq sia soluzione del problema di Cauchy si ricava che qptq debba
risolvere la seguente equazione:

qptq � ıapsqβ
» t

0

|qpτq|2σqpτq
pt� τq 1

2s

dτ � fptq (3.13)
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dove
fptq :� pUsptqψ0qp0q

e

Uspt, 0q � apsq
t

1
2s

, apsq :� 1

2π

»
R
e�ı|ρ|

2s
dρ � Usp1, 0q P C. (3.14)

Osserviamo che l'equazione che deve risolvere qptq è un'equazione di Volterra e che nel
termine integrale compare proprio il kernel di Abel studiato nel capitolo precedente.
In generale, si possono dimostrare i seguenti risultati (vedi [11])

Teorema 3.2.1. Siano s P p1
2 , 1s e ψ0 P DpHn

s q. Allora:
(i) Buona positura locale. Esiste T ¡ 0 tale che la funzione ψ de�nita da (3.13)-(3.12) è

l'unica soluzione (3.9) (dove l'uguaglianza è nel senso delle funzioni L2pRq). Inoltre,

ψ P C0pr0, T s;DpHn
s qq X C1pr0, T s;L2pRqq.

(ii) Leggi di conservazione. La massa e l'energia, cioè rispettivamente

Mptq �Mpψpt, � qq :� }ψpt, � q}

Eptq � Epψpt, � qq :� rψpt, � qs2
9Hs{2pRq �

β

σ � 1
|ψpt, 0q|2σ�2, (3.15)

sono quantità costanti nell'evoluzione.

(iii) Buona positura globale. Se una delle seguenti condizioni è soddisfatta:

- β ¥ 0,

- β   0 e σ   σcpsq :� 2s� 1,

allora la soluzione è globale nel tempo. Inoltre, quando β   0 e σ � σcpsq esiste

Cps, βq ¡ 0 tale che, se }ψ0}   Cps, βq, allora la soluzione è allo stesso modo globale

nel tempo.

(iv) Soluzioni blow-up. Se β   0, σ ¥ σcpsq e ψ0 ha parte regolare φλ,0 in SpRq e soddisfa

Epψ0q   0,

allora esiste T � P r0,8q tale che

lim sup
tÑT�

|qptq| � �8,

ossia la soluzione esplode in un tempo �nito.

Di questo teorema tratteremo nel dettaglio solo la dimostrazione della buona positura
locale dell'equazione della carica (3.13). Bisogna dimostrare non solo che l'equazione della
carica abbia soluzione, e che sia unica ma anche che abbia su�ciente regolarità a�nché
l'equazione (3.12) restituisca una soluzione del problema di Cauchy tale da appartenere
al dominio di operatore DpHn

s q. Prima di procedere con la dimostrazione, veri�chiamo il
seguente lemma che ci servirà nel seguito.

Lemma 3.2.2. Sia ` P Hµp0, rqXC0r0, rs, con r P R� e µ P r0, 1s. Allora, per ogni σ ¥ 0,
|`|2σ` P Hµp0, rq.
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Dimostrazione. I casi µ � 0, 1 sono banali (ricordiamo che H0 � L2). Allora, consideriamo
il caso µ P p0, 1q. Dal momento che��|`ptq|2σ`ptq � |`pτq|2σ`pτq�� ¤ C}`}2σC0r0,rs|`ptq � `pτq|, @t, τ P r0, rs,
abbiamo facilmente che la tesi è vera.

Come primo passo veri�chiamo che l'equazione della carica ammetta una soluzione unica
in un intervallo su�cientemente piccolo.

Proposizione 3.2.3. Sia s P p1
2 , 1s e ψ0 P DpHn

s q. Allora esiste un tempo T P R� tale

che (3.13) ha una soluzione unica q P C0r0, T s.
Dimostrazione. Per i dettagli sulla dimostrazione si guardi [11]. La dimostrazione nello
spazio delle funzioni continue è standard e contenuta in testi classici delle equazioni in-
tegrali. Per tale motivo risulta solo necessario veri�care che la forzante fptq ed il nucleo
integrale dell'equazione della carica soddis�no le richieste di regolarità del teorema.
De�niamo

hpt, τ, qq :� ıapsqβ |q|2σq
pt� τq 1

2s

.

Per il [12, Corollario 2.7], risulta allora solo necessario veri�care che:

(i) f sia continua su r0,8q;
(ii) per ogni rt P R� e per ogni insieme limitato B � C, allora esiste una funzione

misurabile mpt, τq tale che
|hpt, τ, qq| ¤ mpt, τq @ 0 ¤ τ ¤ t ¤ rt, @q P B,

sup
tPr0,rts

» t
0
mpt, τq dτ   8 e

» t
0
mpt, τq dτ ÝÑ

tÑ0
0;

(iii) per ogni intervallo compatto I � r0,8q, per ogni funzione continua ϕ : I Ñ C e ogni
t0 P R�

lim
tÑt0

»
I

�
hpt, τ, ϕpτq � hpt0, τ, ϕpτqq

�
dτ � 0;

(iv) per ogni rt P R� per ogni insieme limitato B � C, allora esiste una funzione misurabile
npt, τq tale che

|hpt, τ, q1q � hpt, τ, q2q| ¤ npt, τq|q1 � q2| @ 0 ¤ τ ¤ t ¤ rt, @q1, q2 P B,

npt, � q P L1p0, tq, @t P r0,rts, e

» t�ε
t

npt� ε, τq dτ ÝÑ
εÑ0

0.

I punti (ii)�(iv) possono essere dimostrati facilmente ponendo m, n uguali al kernel di
Abel 1

2s , a meno di costanti moltiplicative, ed analizzandone le proprietà di integrabilità
(si guardi a [13], [14], [15]).
Rimane quindi da dimostrare la proprietà (i), ovvero la regolarità del termine forzante
dell'equazione integrale. Innanzitutto notiamo che la condizione iniziale del problema di
Cauchy è nel dominio di operatore, ψ0 P DpHn

s q, e quindi, ricordando che ψ0p0q � qp0q si
ha

fptq � pUsptqφλ,0qp0q � β|qp0q|2σqp0qpUsptqGλs qp0q �: f1ptq � f2ptq. (3.16)
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Discutiamo i due termini separatamente. Innanzitutto, usando la disuguaglianza di Cauchy-
Schwarz si ricava che per tutti i T P R�

}f1}2L2p0,T q ¤Cs
» T

0

�»
R
|φλpkq dk|


2

dt

¤Cs
» T

0

�»
R
p1 � |k|2qs|φλpkq|2 dk


�»
R

1

p|k|2 � 1qs dk


dt

¤CsT }φλ,0}2HspRq   8. (3.17)

D'altra parte denotando con pφp la parte pari di pφλ,0, e ponendo ω � k2σ, si ricava che

f1ptq � 1

π

» 8

0
e�ık

2stpφppkq dk � 1

2πs

»
R
e�ıωtHpωq |ω|

1
2s pφp�|ω| 1

2s

�
|ω|loooooooooooomoooooooooooon

�:Gpωq

dω �
pGptq
s
?

2π
�
qGp�tq
s
?

2π

(3.18)
(dove con H abbiamo indicato la funzione di Heaviside), si ha che

pf1pωq � Gp�ωq
s
?

2π
.

Allora, con lo stesso cambio di variabile usato in precedenza

rf1s2
9H
3
2�

1
4s pRq

� 1

2πs2

»
R
|ω|3� 1

2s |Gp�ωq|2 dω ¤ Cs

» 8

0

ω3� 1
2s

ω2

��pφp�|ω| 1
2s

���2 dω
¤Cs

» 8

0
k4s|pφppkq|2 dk ¤ Cs

» 8

0
|k|4s|pφλ,0pkq|2 dk   8, (3.19)

dal fatto che, per ipotesi, φλ,0 P H2spRq e utilizzando l'equazione (3.17), si ottiene f1 P
H

3
2
� 1

4s p0, T q, per tutti T P R�.
Analizziamo ora f2. Consideriamo

f3ptq :� � f2ptq
β|qp0q|2σqp0q . (3.20)

Sappiamo che Gλs P HspRq, e ragionando come in (3.17), si ricava che f3 P L2
locpr0,8qq.

D'altra parte, con lo stesso ragionamento usato per la (3.18), si ricava che

f3ptq � Cs

»
R
e�ıωtHpωq |ω| 1

2s

|ω|p|ω| � λqloooooooooomoooooooooon
�:F pωq

dω � Cs qF p�tq, (3.21)

e allora

rf3s2
9HµpRq � Cs

» 8

0

ω2pµ�1q� 1
s

pω � λq2   8, @µ P r0, 3
2 � 1

2sq. (3.22)

Quindi, dal momento che 3
2 � 1

2s P p1
2 , 1s per s P p1

2 , 1s, abbiamo che f3 sia continua su
r0,8q, e con questo la dimostrazione si conclude.
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Ci dobbiamo occupare ora della regolarità Sobolev delle soluzioni dell'equazione della
carica. Per questo scopo risulta conveniente de�nire l'intervallo massimale di esistenza
delle soluzioni, r0, T �q, dell'equazione (3.13) ove

T � :� suptT ¡ 0 : esista un'unica soluzione q P C0r0, T s di (3.13)u. (3.23)

Proposizione 3.2.4. Sia s P p1
2 , 1s e ψ0 P DpHn

s q. Allora la soluzione q di (3.13), de�nita

nella 3.2.3, appartiene a H
3
2
� 1

4s p0, T q per ogni T P p0, T �q.
Dimostrazione della proposizione 3.2.4. Fissiamo arbitrariamente un tempo T P p0, T �q.
La dimostrazione consta di due parti.

Parte(i): regolarità del termine forzante. Vogliamo dimostrare che f P H 3
2
� 1

4s p0, T q.
Nella proposizione precedente abbiamo già dimostrato che f1ptq :� pUsptqφλ,0qp0q appartie-
ne a H

3
2
� 1

4s p0, T q, dove stiamo considerando la decomposizione di f vista in (3.16); dunque
concentriamoci su f2.

In (3.22), abbiamo dimostrato che f3, e quindi f2 (guarda (3.20)), appartiene aH
µp0, T q

per ogni µ P r0, 3
2 � 1

2sq, tale grado di regolarità non basta ai nostri scopi. Mostriamo ora
che manipolando opportunamente f3, si riesce a trovare che questo termine ha la giusta
regolarità.

Posto

bpsq :� 1

2π

»
R

e�ı|ρ|
2s � 1

|ρ|2s dρ,

possiamo de�nire rf3ptq :� f3ptq � f3p0q � t1�
1
2s bpsq.

Adoperando il cambio di variabile ω � k2s e il teorema fondamentale del calcolo troviamo
che

rf3ptq � �λ
π

» 8

0

e�ık
2st � 1

k2spk2s � λq dk � �λ
π

» 8

0

pe�ıωt � 1qω 1
2s

ω2pω � λq dω � ıλ

π

» 8

0

ω
1
2s

ωpω � λq
» t

0
e�ızω dz dω.

Ne segue che

9rf3ptq � ıλ

π

» 8

0
e�ıωtHpωq |ω| 1

2s

|ω|p|ω| � λq dω

e perciò, argomentando come visto in (3.21)-(3.22), si ha che
9rf3 P HνpRq per ogni ν P r0, 3

2�
1
2sq. Allora, rf3 P HµpRq per ogni µ P r0, 5

2 � 1
2sq, che chiaramente implica rf3 P H 3

2
� 1

4s pRq.
Riscriviamo ora f2ptq in termini di rf3ptq:

f2ptq � �β|qp0q|2σqp0qGλs p0q � β|qp0q|2σqp0qbpsqt1� 1
2s � β|qp0q|2σqp0q rf3ptq.

Dal momento che

t1�
1
2s � 2s� 1

2s

» t
0

1

pt� τq 1
2s

dτ

e visto che (richiamando (3.14))

bpsq � �ı
π

» 8

0

» 1

0
e�ızk

2s
dz dk � �ı

π

» 1

0
z�

1
2s

» 8

0
e�ıρ

2s
dρ dz � �ıapsq2s

2s� 1
.

risulta che l'equazione della carica (3.13) può essere riscritta così da ottenere

qptq � rfptq�ıapsqβ » t
0

|qpτq|2σqpτq � |qp0q|2σqp0q
pt� τq 1

2s

dτloooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooon
�:ηptq

, (3.24)
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dove rfptq � f1ptq � β|qp0q|2σqp0qGλs p0q � β|qp0q|2σqp0q rf3ptq
appartiene a H

3
2
� 1

4s p0, T q.
Parte(ii): argomento di bootstrap. Ora è possibile applicare l'argomento di bootstrap

all'equazione (3.24) così da avere che q P H 3
2
� 1

4s p0, T q.
Dalla proposizione precedente sappiamo che l'unica soluzione q di (3.24) appartiene a

L2p0, T q X C0r0, T s.
Allora, dal Lemma 3.2.2, risulta che |qp � q|2σqp � q � |qp0q|2σqp0q P L2p0, T q X C0r0, T s.
A tale quantità è applicato il kernel di Abel quindi per il Lemma 2.2.6 (item (i)) si ha che

η P H1� 1
2s p0, T q X C0r0, T s, cosicché q P H1� 1

2s p0, T q X C0r0, T s .

Mediante un processo iterativo si trova che q P H 3
2
� 1

4s p0, T q X C0r0, T s.
Evidenziamo che l'argomento di bootstrap si regge proprio sulle proprietà di regolarizza-

zione del kernel di Abel: infatti partendo da una regolarità minima (q P L2p0, T qXC0r0, T s),
garantita dal fatto che q è soluzione di (3.24), si trova che a ciascun iterazione q acquisisce
un grado di regolarità maggiore in virtù delle proprietà dell'operatore di Abel . In questo
modo q riesce a raggiungere il grado di regolarità massimo che è �ssato dal termine forzante
fptq.
La necessità che q abbia una certa regolarità deriva dal fatto che da essa dipende la so-
luzione ψpt, xq del problema di Cauchy. Allora la regolarità di q si trasmette a ψpt, xq
e un'opportuna regolarità per q può far sì che ψpt, xq appartenga ancora al dominio di
operatore. Questa condizione è essenziale per studiare la soluzione ψpt, xq come �usso che
parte dalla condizione iniziale ψ0 ed evolve nel dominio di operatore.
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