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Introduzione

Lo studio della struttura ed evoluzione delle stelle ed in particolare delle stelle
di sequenza principale, come ad esempio il Sole, ¢ di fondamentale importanza
in fisica. A seguito delle prime osservazioni sperimentali, cominciarono a svi-
lupparsi modelli matematici in grado di fornire una spiegazione teorica come
quelli proposti da Lane (1867), Emden (1909), Eddington (1926), Chandrase-
khar (1939), etc.

In letteratura, accanto ai cosiddetti modelli standard basati sulla struttura mi-
croscopica di una stella, sono molto diffusi quelli dedotti dalla meccanica dei
continui che, nell’adottare un punto di vista macroscopico, pongono le equazio-
ni dell’idrodinamica alla base delle equazioni di struttura. Questo lavoro di tesi,
che prende in esame la seconda tipologia di modelli, ¢ organizzato come segue:

1. Nel primo capitolo sono riportate le equazioni di evoluzione newtoniana
per una stella dotata di simmetria sferica e viene formulato il corrispon-
dente problema a frontiera libera, evidenziando le difficolta connesse alla
determinazione delle soluzioni per via analitica o numerica.

2. 1l secondo capitolo ¢ dedicato all’equazione di Lane-Emden che, trascu-
rando i fenomeni termici, si pone l’obiettivo di descrivere in condizionsi
statiche la struttura interna di una stella attraverso campi dotati di sim-
metria sferica. Tale modello, assumendo un’equazione di stato politropica
per il fluido in esame, fornisce sia soluzioni analitiche che numeriche in
relazione all’indice politropico n. Nello stesso capitolo sono confrontati gli
andamenti di densita, massa e pressione per il Sole previsti dall’equazione
di Lane-Emden per n = 0,1, 3,5 con quelli ottenuti mediante il modello
solare standard.

3. Nel terzo ed ultimo capitolo € presentato un recente approccio analitico
per l'integrazione del modello idrodinamico in condizioni stazionarie per
stelle di sequenza principale. In particolare, assumendo che una stella di
sequenza principale possa schematizzarsi come formata da un nucleo cen-
trale, da una zona radiativa e da uno strato convettivo, si descrivera il
problema al contorno relativo alla struttura stellare, particolarizzando le
equazioni corrispondenti alle due zone nucleo-radiativa e convettiva. Infat-
ti, laddove nella zona nucleo-radiativa ¢ possibile assumere sia condizioni
stazionarie che campi dotati di simmetria sferica, nella zona convettiva



per la presenza di celle convettive sara possibile in condizioni stazionarie
ipotizzare campi dotati di simmetria sferica solo al primo ordine di ap-
prossimazione.

Studiando opportunamente il problema posto, sara possibile esibire una
soluzione analitica di classe C! per l'intera struttura stellare e confron-
tare i risultati ottenuti per i campi di densita, pressione, temperatura e
luminosita con quelli ottenuti da un classico modello standard per il Sole.
Tale metodo consentira anche la determinazione indiretta dell’opacita e
del rapporto tra i calori specifici del fluido in esame.

Parte delle computazioni e tutti i grafici presenti in questa tesi sono stati ottenuti
mediante il software Mathematica 12 ed i corrispondenti notebook sono ad essa
associati.
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Capitolo 1

Equazioni dell’idrodinamica
per stelle di sequenza
principale

In questo capitolo si presenteranno le equazioni differenziali che descrivono 1’e-
voluzione di una stella di sequenza principale, cio¢ di quella particolare
tipologia di stelle per cui la temperatura centrale sia inferiore a 1.7 - 107 K e
che risultino posizionate sulla diagonale principale del diagramma temperatura-
luminosita, anche noto come diagramma Hertzsprung-Russell, evidenzian-
done i problemi connessi con 'integrazione analitica e/o numerica.

Una stella di sequenza principale ¢ solitamente schematizzabile come una sfera
gassosa formata da un nucleo centrale, nel quale avvengono reazioni di fusione
nucleare, circondato da una zona radiativa nella quale il calore generato dalle
reazioni nucleari viene trasferito verso l’esterno principalmente mediante pro-
cesst di irraggiamento termico, a sua volta ricoperta da una zona convettiva
esterna, nella quale il meccanismo principale di trasferimento del calore risulta
essere la convezione termica.



1.1 Analisi preliminare

Le equazioni idrodinamiche che descrivono l’evoluzione di una stella di se-
quenza principale’ sono
p=—-pV-v,
pv =—Vp—pVo,
pé=—pV-v—V-(q+h)+ps,
AP = 4A7Gp,

(1.1)

dove p(r,t) ¢ la densita di massa, v(r,t) il campo di velocita, p(r,t) la
pressione, €(r,t) 'energia interna specifica, q(r,t) il vettore flusso di
calore, h(r,t) il vettore flusso di energia radiativa, s(r,t) la produzione
di potenza specifica, ®(r,t) il potenziale gravitazionale e G ¢ la costante
di gravitazione universale?.

Il sistema (1.1) & formato da sei equazioni scalari. Per ottenere il pareggia-
mento tra equazioni e incognite, € necessario assegnare le seguenti equazioni
costitutive

p=pp,T), e=¢€elp,T),s=s(p,T),a=qa(p,T,VT), h=h(p, T,VT), (1.2)

dove T'(r,t) ¢ la temperatura assoluta. In tal modo & possibile ridursi a sei
funzioni incognite: p(r,t),v(r,t),T(r,t) e (r,t).

Allo scopo di semplificare le equazioni (1.1), s’introdurranno le seguenti ipotesi:
1. La stella abbia una distribuzione perfettamente sferica, di raggio R(t).
2. La conduzione del calore sia completamente trascurabile: q = 0.

3. Si supponga che il problema abbia simmetria radiale, cioe che tutti 7
campi associati al fluido dipendano esclusivamente dalla coordinata radiale
r e dal tempo t.

Sotto tali ipotesi, il sistema (1.1) si puo riscrivere come

dp 1.0 , 5 |
a9t g U =0
v ov 10p 09

E—FU.E_ por Or’
p(ae ae) p 0 10 (1.3)

o€ oeN_ PO oy 1O o
3t+u or r2 Or (r U) r2 Or (T h)+ps,
L0 [ ,00)
ﬂmQaJ“@’

1 fluido costituente la stella sard modellizzato come una miscela di gas perfetto, cioe
un particolare tipo di fluido per cui il tensore degli sforzi di Cauchy puo essere scritto come
T = —pl.

2Per i valori delle costanti fisiche fondamentali, vedere 1’Appendice B.



dove v ed h rappresentano le componenti radiali di v ed h. Sostituendo ora nelle
equazioni (1.3)2 4 8®/0r con Gm(r,t)/r?, dove m(r,t) & la massa contenuta in
una sfera di raggio r al generico istante ¢, il sistema (1.3) diventa

dp 1.0 , 5 |
&—Fﬁa(r pv) =0,

ov v 10p _Gm

Y

(1.4)
Oe de\  p I, 10 ,,

4m+%ﬂ— 2oy 70 = e, (7h) s,

om 9

o = 4nrep,

dove, avendo scelto un modello di fluido perfetto, le equazioni costitutive (1.2)1 2
assumono la seguente espressione

p(r,T) = RypT, €(r,T) = ¢, T, (1.5)

con R, funzione specifica del fluido perfetto e ¢, calore specifico a vo-
lume costante. Sinoti che R, e ¢, non sono semplicemente costanti del fluido
perfetto, in quanto dipendono dalla composizione chimica del fluido, che a sua
volta € una funzione della coordinata radiale 7.

1l sistema (1.4) ¢ formato da quattro equazioni scalari nelle quattro funzioni
incognite

p(r;t), m(r,t), v(r,t), T(r,1). (1.6)

Ci si trova tuttavia in presenza di un problema a frontiera libera, in quan-
to & necessario determinare le funzioni incognite (1.6) nella regione [0, R(¢)] x
[to, +00[, con R(t) a sua volta funzione incognita, in quanto ’evoluzione della
frontiera della stella ¢ a priori sconosciuta.

E possibile ottenere un’equazione per determinare la funzione R(t) imponen-
do la condizione di salto di Rankine-Hugoniout alla frontiera materiale
della stella

dove py(t) € la pressione sul bordo della stella (assegnata a priori).
In letteratura, & usualmente introdotta anche la luminosita totale L, (r,t)

che attraversa la sfera di raggio r ad un dato istante t. Essa e legata al flusso
di energia radiativa h dalla relazione seguente

L
L, =4mr’h & h = 477;2' (1.8)

Ad L, ¢é associata la seguente equazione costitutiva, valida nel caso in cui il
trasferimento di calore nella regione considerata avvenga prevalentemente per



irraggiamento termico

16720 OT*

Lr = - ;
3xp Or

(1.9)

dove x ¢ opacita® della stella e o & la costante di Stephan-Boltzmann.
Dall’equazione (1.9) ¢ possibile ottenere la seguente equazione differenziale per
la temperatura assoluta:

oT 3xp L,
—_— = —. 1.10
or 64rr2o T3 ( )
In tal modo, si ottiene una formulazione alternativa del sistema (1.6)
Jp 1 9
a g ) =0
ov, 0v_ 10p Gm
ot aor  por 12
Oe Oe p O ,, 1 OL,
- ) =—_£ = — 1.11
P (315 +U3r> r2 Or (T U) 47r? Or s ( )
0
a—:’j = 4mr?p,
or 3xp Ly

Or  64mnr2o T3

Il sistema (1.6) (o, equivalentemente, il sistema (1.11)) non ammette soluzioni
analitiche, e persino 'integrazione numerica presenta notevoli difficolta. In let-
teratura [1, 2, 3], si procede assegnando a priori un campo di velocita v(r,t) in
corrispondenza del quale determinare un profilo di densita p(r,t) che soddisfi le
seguenti condizioni:

1. p(r,t) sia soluzione dell’equazione di continuita (1.11)1,
2. p(r,t) 20 V(z,t) € [0, R(t)[x[to, +o0],

3. p(R(E),8) = py(t) ¥ € [to, +oc],
R(t)

4. M = 47r/ r2p(r,t)dr, con M massa totale della stella all’istante t.
0

Nel Capitolo 2 sara presentato un approccio statico al problema, mediante il
quale verranno ricavate le equazioni di Lane-Emden. La risoluzione di tali
equazioni permettera di ottenere dei profili di struttura stellare per stelle di
sequenza, principale confrontabili con i dati del modello solare standard. Nel
Capitolo 3 infine, verra descritto un approccio alternativo mediante il quale sara
possibile ottenere soluzioni analitiche di classe C' per le equazioni di struttura
stellare in condizioni stazionarie.

3Per maggiori informazioni sull’opacit, vedere I’Appendice A.



Capitolo 2

Equazione di Lane-Emden

2.1 Equazioni di struttura stellare in condizioni
statiche
Ipotizzando che i tempi d’evoluzione del sistema stellare siano talmente lunghi

rispetto a quelli d’osservazione da poter considerare il fluido in equilibrio, cioé
v =0ed € =0V, il sistema (1.11) assume la seguente forma

p=0,

dp _ _ Gm

ar ~ P

dL, 9

o 47reps, (2.1)
d

d—T = 4mr?p,

ar_ _ 3xp Lr

dr 64mr2o T3

Usualmente ([3, pag. 72]) al sistema (2.1) sono associate le seguenti condizioni
al bordo!

m=0ser =0,

L.=0ser =0,
p=0ser =R, (2.2)
p=0ser =R,
T=0ser=R.

1Si noti che, per r = R, si dovrebbe avere in linea di principio p = pp, p = pp ¢ T = T}.
Tuttavia, alcune fonti ([4, tabella 7]; [5, tabella 14.2]) mostrano che pp & 1.99 - 1077 gem ™3,
pp =~ 8-10% Pa e T, = 5778 K, ed ¢ quindi ragionevole supporre nulli i valori di densita,
pressione e temperatura al bordo se confrontati con le rispettive quantita nel centro della
stella.



Le (2.1) e (2.2) sono le equazioni classiche di struttura stellare?. Per

ottenere un problema ben posto, € necessario inoltre fornire 'opacita x e la
produzione di potenza specifica s.

Anche sotto tali condizioni tuttavia, la derivazione della struttura stellare a
partire da (2.1) e (2.2) & possibile solo mediante metodi numerici, in quanto il
sistema in generale non ammette soluzioni analitiche.

2.2 Ipotesi politropica ed equazione di Lane-
Emden

Un metodo che consenta di risolvere piu agevolmente le equazioni di struttura
stellare e di ottenere, in casi particolari, soluzioni analitiche, consiste nell’effet-
tuare un’ipotesi politropica® sul fluido stellare, in modo tale da disaccoppiare
la pressione dalla temperatura rendendo la prima funzione della sola densita?

p=plp)=k-p’, keR, (2.3)

dove k & una costante di proporzionalita associata alla trasformazione politro-
pica e v e l'indice adiabatico. Usualmente ’indice v € espresso in termini

dell’indice politropico n € R tale che v = "T'H, per cui la (2.3) si scrive
1
p(p) =k-p'*, (2.4)
inoltre la densita p & espressa in termini di una funzione 6(r) tale che
p(r) = pbd"™(r), (2.5)

dove p. ¢ la densita centrale della stella. Per le (2.4) e (2.5), la pressione si
puo riscrivere rispetto a 6(r) come

p(r) =k per 6" (r), (2.6)

E possibile ora ottenere, a partire dall’equazione di Poisson, un’equazione diffe-
renziale ordinaria nella funzione incognita 6(r) nota come equazione di Lane-
Emden.

2Si noti che, mediante tale approccio, la zona convettiva risulta essere completamente
trascurata.

3Si definisce trasformazione politropica una trasformazione termodinamica descritta
dalla sequente legge:

pvk = cost.

dove p e v sono rispettivamente pressione e volume specifico del gas, e k &€ un esponente
variabile a seconda del particolare tipo di trasformazione considerata. Tra l’esponente k ed il
calore specifico c := % intercorre la relazione k = 2:25 ,
rispettivamente a pressione ed a volume costante [8].

4Si noti tuttavia che, cosi facendo, sara necessario determinare il profilo di temperatura
mediante altri tipi di considerazioni termodinamiche, in quanto l’ipotesi politropica elimina
il legame funzionale tra pressione e temperatura, che invece si avrebbe nel caso in cui si
adoperasse 1’equazione di stato (1.5)7.

dove ¢p e ¢y sono i calori specifici

10



Si consideri ’equazione di Poisson in ipotesi di simmetria radiale

1 d [ ,d®
che per la (2.1)3 si scrive
1 d r2dp

Sostituendo (2.5) e (2.6) in (2.8), segue

1d

1 db
— — |7%kplr 1) —| = —47Gp.0™. 2.
= {7‘ kpé (n+1) ] TGp.H (2.9)

dr

S’introduca ora la coordinata adimensionale { := 7, con a costante [3, pag.

133]
[ (1 +n) kpc’%il :
a= (477(; . (2.10)

Tenuto conto della (2.10), sostituendo nella (2.9) si ottiene con semplici passaggi
I’equazione di Lane-Emden

1d [ ,do
—=— [&—| = -0". 2.11
e () 210
Allequazione (2.11) sono usualmente associate le seguenti condizioni iniziali
0(0) =1,
¢'(0) = 0.

E possibile risolvere analiticamente 1'equazione (2.11) solo per alcuni indici po-
litropici. In particolare si ottengono soluzioni positive, note come politropi
di ordine n, solo per opportuni valori di £ minori di un certo &4z, il quale
dipende da n:

OSenzo,Qo(f):l—E, VfE[O, 6/,

e Sen=1, 01(§>=8125, ve e [0,

e« Sen=505() = ———, VEeR:. (%)
1+ %

5Si noti che questa soluzione ¢ associata ad un raggio & infinito, cioé 05(£) & un politropo
che descrive una distribuzione fluida priva di bordo. Tale proprieta & condivisa con tutti i
politropi aventi n > 5.

11



Cio significa che per ogni indice politropico n < 5 si ottiene un modello di stella

avente un preciso raggio Ry,q. fissato dalla relazione
Rmaz = @ &maa-
In particolare:
e Per n =0, Ryar = 8.54151 - 10" m,
e Per n =1, Ryae = 1.54926 - 103 m,
o Per n =3, Ryar = 4.80994 - 108 m.

(2.12)

Il politropo piu frequentemente utilizzato per modellizzare la zona radiativa di
una stella di sequenza principale, pur non avendo una forma analitica esplicita,
¢ quello per n = 3 (cfr. [13, pag. 64-68]). Un grafico dei politropi per n = 0,1,3
e 5 & mostrato in Figura 2.1, mentre un confronto tra le rispettive densita
normalizzate e i dati del modello solare standard € mostrato in Figura 2.2:

6($)
1.0

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2
-0.4

Figura 2.1: Soluzioni dell’equazione di Lane-Emden per n = 0,1, 3,5.

12



Pc
1.0 —=——=————mm e ———— n=0
0.8 n=1
0.6 n=3
%4 N e - n=5

0.2

02 0.4 06 0.8 1.0 Fo

-0.2

Figura 2.2: Confronto tra i profili di densita ottenuti dall’equazione di Lane-
Emden normalizzati rispetto alla densita centrale del Sole e i dati del modello
solare standard proposto in [4, Tabella 7]. Si noti che i profili mostrati hanno
senso fisico solo per r < Rpqz-

Si noti tuttavia che al politropo avente indice politropico n = 3 é associato un
raggio massimo minore di quello del Sole. Cio significa che per r/Rg 2 0.69158
il profilo di densita risulta essere negativo, come si puo osservare nella Figura
2.3:

Pc

0.006
0.005
0.004 n=5

0.003 °

0.002 e Modello Standard

0.001 \ °

) I
o R,
0.6 0.7 08  09——10 @

-0.001

Figura 2.3: Particolare della Figura 2.2 per r/Rg € [0.5,1].

E quindi possibile ottenere il profilo di pressione mediante la (2.4), e la massa
contenuta in una sfera di raggio r integrando la (2.1)4. Un confronto dei suddetti
profili, considerando il politropo n = 3, rispetto ai dati del modello stellare
standard, ¢ mostrato nelle Figure 2.4 e 2.5:

13



1.0

0.8

— Lane-Emden
0.6

04 e Modello Standard

0.2
(J

r

0.2 0.4 06 08 1.0 Fo

Figura 2.4: Profilo di pressione normalizzato associato al politropo di indice
n = 3 confrontato con i dati del modello solare standard proposto in [5, Tabella
14.2].

m

Mo
1.0 ) [ ] ( X}

0.8
—— Lane-Emden

0.6

04 e Modello Standard

0.2

0.0
0.0 0.2 0.4 06 08 10 Ro

Figura 2.5: Andamento della massa contenuta in una sfera di raggio r/Rg as-
sociato al politropo di indice n = 3 confrontato con i dati del modello solare
standard proposto in [4, Tabella 7]. Sinoti che, a causa della sottostima del rag-
gio dovuta alla scelta dell’indice politropico, la massa totale della stella risulta
essere sottostimata e il profilo & decrescente per r/Rg 2 0.69158.

Per determinare i restanti campi incogniti, in letteratura (cfr. [12, pag.126])
si procede supponendo che all’interno della stella valga la seguente legge di
proporzionalita tra pressione e temperatura

poc T (2.13)
dove n ¢ ancora l'indice politropico. Si pud dimostrare che tale legge ¢ com-

patibile con 'ipotesi di politropia solo per processi adiabatici e isoentropici in

14



presenza di simmetria sferica [14]. Nel caso particolare del Sole, vengono con-
siderati due indici politropici effettivi a seconda della zona da descrivere:
n = 3.5 per la zona radiativa ed n = 1.5 per la zona convettiva. Determinato il
campo di temperatura mediante la (2.13), € infine possibile ottenere la lumino-
sita integrando la (2.1)5 e la produzione di potenza specifica mediante la (2.1)3,
una volta assegnata l'opacita.

15



Capitolo 3

L’approccio stazionario
proposto in
Marasco-Romano (2019)

Un approccio alternativo, presentato in A. Marasco-A. Romano [6], consente di
determinare soluzioni analitiche di classe C'! per le equazioni di struttura stella-
re, considerando sia la zona nucleo-radiativa centrale, sia la zona convettiva

esterna, in condizioni stazionariel.

3.1 Campo di velocita e profilo di densita in
simmetria radiale

Si inizi cercando, in condizioni dinamiche, un profilo di densita che rispetti le
proprieta 1.-2.-3.-4. delineate al termine della Sezione 1.1. Si consideri il profilo
di velocita .
R(t)
v(r,t) = —=r, 3.1
0= F (3.1)
e si scomponga la densita in una parte centrale, dipendente solo dal tempo, ed
una parte radiale che tenda a zero per r — 0

p(r;t) = pe(t) +rpp(r,t). (3.2)

1Si noti che in questo caso non & possibile imporre 'equilibrio idrostatico, in quanto la
trasmissione del calore per convezione, preponderante nella zona convettiva, richiede che le
particelle di fluido in tale regione si muovano. Almeno nella zona convettiva quindi si avra

v # 0.

16



Introducendo (3.1) e (3.2) nell’equazione di continuita (1.4), si ottiene

dpe py 10
dt T ot + r2 Or
dpe opr 1R
o T2

2 R (9,07« R apr dpc

R R or B o T

R
ke —
R} -

ot 7o)

<31" pe + 4rf pr+r4apr) =0—
ar

=0—

(3.3)

E dunque possibile determinare la densita centrale pe imponendo che sia verifi-
cata I’equazione di continuita della massa per r =0

d;CJr?)— Oﬁ/dpcz—ii/ —dt —
ef
— In[p.] = —=3In[R] + K1 — p. = ) (3.4)

Introducendo p. = C1/R3(t), con C; costante d’integrazione arbitraria nella
(3.3) si ottiene '
2 E 8pr R

“"Ror TYR’ 8t

che & risolubile per separazione delle variabili. Infatti, posto p,(r,t) = X (r)Y (¢),
si ha

=0, (3.5)

RO R 0
7"2§37. (X(r)Y (1)) + 4TEX(T)Y(15') 1o (XY (1) =0
— 1"2%}/(15) (‘3);{7‘) =—rX(r) <4§Y(t) + Lgi )> —

r 8X(r):_<4+R(t) 1 8Y(t)>7

X(r) or ROY ()

Rt)Y(t) ot (36)

dove il membro di sinistra dipende esclusivamente da 7, mentre il membro di
destra solo da ¢t. Ponendo ambo i membri uguali ad una costante A arbitraria e
risolvendo le equazioni differenziali ordinarie che ne seguono, si ottiene

X (r) = Cor?, (3.7)
Y (t) = C3R~UHN (1),

Dalla linearita dell’equazione (3.5) segue che una soluzione generale dell’equa-
zione di continuita, regolare in 7 = 0, ha la seguente forma

plr,t) = (3.9)
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La serie di potenze presente in (3.9) risulta difficile da trattare, in quanto &
necessario considerare problemi associati all’'uniforme convergenza della serie e
alla positivita del profilo di densita associato.

In Kwak-Jun [10], la funzione di densita proposta ¢ la seguente

156M B 15M 1?2
8T R3(t) 8t R5(t)’

p(r,t) = (3.10)

che é ricavabile dalla (3.9) troncando la serie al prim’ordine, imponendo Ay = 0
e determinando i coefficienti C'; e A; mediante le seguenti condizioni:

e p(R(t),t) =0Vt € [0,400],
R(t)
o M= 47r/ r2p(r,t) dr,
0

con M massa complessiva della stella. Un grafico del profilo (3.10) associato
al Sole ¢ mostrato in Figura 3.1:

o
3500
3000
2500
2000
1500
1000

500

— Kwak-Jun

;
1x1082x1083x1084x1085x1086x 108 7x 108

Figura 3.1: Andamento del profilo di densita (3.10) associato al Sole, in unita
MKS.

D’altro canto, il risultato (3.9) suggerisce che anche il profilo di densita

Cl r
p(rt) = Rg(t)F (R(t)) ) (3.11)

con F funzione di classe C'! arbitraria nella variabile r/R, sia soluzione dell’e-
quazione di continuita. Si puod pertanto scegliere ad arbitrio la seguente forma
per la densita

p(r,t) = Rf(lt) [(1 - th)) ealwtm)" 4 b} , (3.12)

con C1, a, b e B costanti positive.
Tl profilo (3.12) & positivo per ogni (r,t) € [0, R(¢)] X [0, +00[. Per determinare Cy
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e b esplicitamente, & sufficiente imporre le condizioni al contorno p(0,0) = p.(0)
e p(R(0),0) = pp(0), da cui

C1 = R*(0) [pc(0) — pu(0)] (3.13)
b— Pb(0)
pe(0) — pp(0)

11 profilo (3.12) si esplicita allora come segue

gy Bolpco —puol [(1 7 ~a(z) P
p( 7t) B Rg(t) [(1 R(ﬂ) 0T Pc,0 — Pb,O] ’ (3'15)

Si puo dimostrare che a € legato a [ dalla seguente relazione implicita

O ol o (£) 1 (5.)-

r (;,a) -T (;)} + Bpy (O)a?‘s}7 (3.16)

dove I'(x) e T'(d, ) sono rispettivamente la funzione Gamma di Eulero e la
funzione Gamma incompleta, definite come segue:

(3.14)

+oo
I'(z) ;:/ t"te~tdt, (3.17)
0
“+oo
(d, ) = / pi=Te=t gy, (3.18)

Un grafico della funzione implicita (3.16) per il Sole & mostrato in Figura 3.2:

201

1571

10

06 08 10 12 14 16 18 20
B

Figura 3.2: Grafico della relazione implicita a(8) per il Sole, con 8 compreso
tra 0.5 e 2.
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Al variare del parametro § dunque, si ottiene un’intera famiglia di profili di
densita p(r,t) che soddisfano le proprieta richieste. Alcuni esempi, al variare di
B, sono mostrati in Figura 3.3.

— Kwak-Jun

e Modello Standard

r

0.2 0.4 06 08 1.0 Fo

Figura 3.3: Profili di densitd normalizzati associati alla famiglia (3.15), per tre
diversi valori di 3, confrontati con il profilo di densita (3.10) e con i dati del
modello solare standard proposto in [4, Tabella 7].

3.2 Equazioni di struttura stellare in condizioni
stazionarie

Verranno ora ricavate le equazioni di struttura stellare in condizioni stazionarie.
Per quanto riguarda la zona nucleo-radiativa, si puo supporre che il fluido sia
a riposo, dunque ritenendo validi gli stessi ragionamenti effettuati nella Sezione
2.1 le equazioni di struttura in tale zona saranno

d

d—T = 4nr?p,

14, G

,d7p + 7? i 07

ZLT " r € [0, R,], (3.19)
drr = 4mr?ps,

ar . 3xp L.

dr  64nr2o T3’

dove R, ¢ il raggio corrispondente alla frontiera che separa la regione nucleo-
radiativa da quella convettiva. Fornite le funzioni s, x e ’equazione costitutiva
p = RypT, il sistema presenta le funzioni incognite p(r), m(r), p(r), L, (r) e T'(r).

Per quanto riguarda la zona convettiva invece, la natura delle celle convettive

presenti al suo interno rendono non pit valide sia I'ipotesi di simmetria radiale
che quella di materia a riposo. Pur supponendo che il campo di velocita sia
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stazionario, I'assenza di simmetria radiale impone in ogni caso 'utilizzo delle
equazioni (1.1) per la descrizione di tale zona.

Al fine di semplificare il problema, si supponga che in tale regione ogni campo
possa essere scritto come

f=Jolr)+ fi(r), (3.20)

con f1(r) quantita del prim’ordine. Il campo di velocita dunque si potra scrivere

v =o(r)e, + vi(r), (3.21)

dove e, ¢ il versore radiale uscente, e v(r), vi(r) sono entrambe quantitd del
prim’ordine. Sotto tali condizioni, si pud dimostrare (cfr. [9]) che nella regione
convettiva valgono i seguenti risultati:

o(r) = —(vi-e),
d
df = 4nr Lo,
Ldp  Gm_
po dr r2 ’ (3.22)
dL, o
dr =0,
dTo _ 1\ Todpo
dr v /) po dr

dove po, po, Lro € Ty sono le quantita di ordine zero dello sviluppo (3.20), le quali
possono essere considerate come un prolungamento per continuita dei rispettivi
campi definiti nella zona nucleo-radiativaZ.

Per quanto riguarda la zona convettiva quindi, le equazioni di struttura risultano
essere, a meno di termini del prim’ordine

d
LN
1d Gm
7ﬂ + T — 07
po dr T (3.23)
dL, ’
dr
dTo _ (1) Todpo
dr v ) po dr’
nelle funzioni incognite po(r), mo(r), po(r), Lyo(r), To(r) e con v := 2. Ver-

v
ranno in seguito omessi i pedici, in quanto tutti i campi della zona convettiva
saranno ritenuti estensioni regolari dei campi analoghi associati alla zona nucleo-
radiativa.

28i noti che il secondo membro dell’equazione (3.22)4 & nullo, in quanto la produzione di
energia s & nulla nella zona convettiva.
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In definitiva, & possibile ottenere la struttura stellare o risolvendo separatamente
i sistemi (3.19) e (3.23), con le seguenti condizioni al bordo:

p(R) = pr, m(R) =M, L.(R) = Lr, T(R) =Tk, (3.24)

la qual cosa tuttavia non garantisce che le soluzioni soddisfino anche le condizioni
al centro della stella

m(0) =0, L.(0) =0, (3.25)
oppure cercare una soluzione del sistema
%%+Ci—;n:0, r € [0, R],
ddl: = 4nr?ps, (3.26)
T (1 - i) %%, r€R,. R

che sia globalmente di classe C!, una volta forniti i campi s(r), x(r), v(r), Pe-
quazione costitutiva p = R4pT e le condizioni al bordo (3.24).

L’approccio utilizzato in [9] ¢ il secondo e si determina una soluzione globale
di classe C* del sistema (3.26) supponendo a priori che il profilo di densita sia
(3.15), con B =1 (3).

3.3 Analisi adimensionale e soluzioni analitiche
delle equazioni di struttura stellare

Per 8 = 1 e supponendo che il fluido sia in condizioni stazionarie, ’equazione
(3.15) si riduce a

o) = (o= o) | (1= - ) ) 4 2 (3.27)

Un grafico di (3.27), adimensionalizzato rispetto alla densita centrale p. del Sole,
e mostrato in Figura 3.4:

3Seppure il miglior fit del profilo di densita (3.15) rispetto ai dati del modello stellare
standard si ottenga per 8 = 3/2, con tale scelta non ¢ possibile esibire una soluzione analitica
delle equazioni (3.26).
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Pc
1.0
— Marasco-Romano
0.8
— Kwak-Jun
0.6
0.4 — Lane-Emden
0.2 e Modello Standard
I
—— *—00 R
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 O

Figura 3.4: Andamento del profilo di densita (3.27) adimensionalizzato, con-
frontato con i profili di densita (3.10), (2.5) per n = 3 e con i dati del modello
solare standard proposto in [4, Tabella 7).

Si riformulino ora le equazioni (3.26)1.3 in forma adimensionale, in modo da
trovare soluzioni indipendenti dalle caratteristiche fisiche della stella.
Introducendo le grandezze di riferimento

L0 = Pec, RO = R(O)v MO = M7 Po = De, (328)
Po
TO = Rg’opo, LO = LR(J) 80 = SC7 (329)

dove Lg, ¢ la luminosita al bordo della stella e p., sc, Rg4,0, pc sono rispettiva-
mente la pressione, la produzione di potenza specifica, la funzione specifica dei
gas e la densita valutate al centro della stella, le equazioni (3.26)1.3 diventano

Mo din - din _ 4mpo R . o
Ri()% = 47Tp0R0 pr dr - MO pr
po Ldp MG _ Ldp | GMoRipy Gin _
et =0 3=+ —"—— =0

poRo pdf ~ RZ 72 p dp poRg 72

Lo df/r 2 A2 An dl R3

- — AR T 0P0S50 12 ~ A

Ry dF TLnPoSo T PS e 4777110 708
ar
dtf = 3apP2,
1dp m

— 5 dr 2= 0, (3.30)

dL
T AT B2 p3,

dove a = 47Tp0R8/3M0, A= GMOPO/PORO e B= R%poSO/Lo.
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3.3.1 Massa adimensionale

Introducendo 'espressione adimensionale della densita

p(7) = ’ (RT’) = PP {(1 —f)e " 4 pb} : (3.31)

Pec Pc Pc — Pb

nell’equazione (3.30)1, si ha

din 3a(p. — :
i _ 3a(pe = pb) o [(1 ey P } N
Pec = Po

dr Pe

3a (pe — ’
:m:w/ 22 [(1—x)e—”+ i }dm, (3.32)
0 Pc — Po

da cui, integrando, si ottiene la massa adimensionale contenuta in una
sfera di raggio #

e = (<b+)1> € (4%3)“) e (‘2(—3)+

)

Un grafico del profilo (3.33) ¢ mostrato in Figura 3.5.

m.
Mo

1.0

0.8 — Marasco-Romano
0.6 — Lane-Emden

0.4

e Modello Standard
0.2
I

0.2 0.4 0.6 0.8 10 Fo
Figura 3.5: Andamento del profilo di massa adimensionalizzato M (#) confronta-

to con il modello Lane-Emden (n = 3) e con i dati del modello solare standard
proposto in [4, Tabella 7].
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3.3.2 Pressione adimensionale

Sostituendo (3.31) e (3.33) in (3.30)2 e integrando, si ha la pressione adimen-
sionale

Ab — 1
P = (6(‘3 2 a4bf2) -
a*(b+1) 7 2
Abe~ " -3)(b—-1

- === 2(a3f2(a+1)a2f+6(a 3)A( )+2(a5)a)
at(b+1) b
aAe=29" [ 3a27? 6(a—3) 3 )

— —3@a—-2)ar+ ——+=-(a—4)(a—2) | +
e T e L L IO
6(a—3)(a+1l)aAd _ : .

Ei(—ar) — Ei (—2a?)) + C, 3.34
S () B (20 + Oy (3349
dove b := pﬂ)pb’ C; ¢ una costante d’integrazione arbitraria ed
+o0o et
Ei(x) := —/ ?dt, (3.35)

¢ la funzione esponenziale integrale. La costante C; € determinabile impo-
nendo una tra le seguenti condizioni al bordo:

$(0) = 1, oppure p(1) = ? (3.36)
0

con p, pressione superficiale della stella. Tuttavia, come si puo vedere dalla
Figura 3.6, & impossibile trovare un valore di C; nella (3.34) tale che, imponendo
una tra le due condizioni (3.36), l'altra sia automaticamente soddisfatta.

r
Pc
1.0

0.8
0.6
0.4

0.2

r

0.2 0.4 0.6 0.8 10 Ro

Figura 3.6: Profili di pressione (3.34) per vari valori di C;. In rosso sono mostrati
i due profili che soddisfano la prima e la seconda condizione al bordo (3.36).
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In particolare, poiché la condizione p(0) = 1 conduce ad un valore di pressione
al bordo pari a circa 0.4 p,, in [9] si & preferito scegliere

C,=175-10"13 (3.37)

in quanto tale scelta produce sia un profilo di temperatura con un valore al
bordo pari a 5780 K che i seguenti valori per la pressione nel centro e al bordo
della stella

P(0) = 0.6476, (3.38)
py = 1.753 - 10* Pa. (3.39)
Il grafico di (3.34) per tale scelta di C; & mostrato in Figura 3.7.
P

Pc
1.0

0.8 — Marasco-Romano

0.6 — Lane-Emden

04 e Modello Standard

0.2

r

Re

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.7: Andamento del profilo di pressione adimensionale p(7) confrontato
con il modello Lane-Emden (n = 3) e con i dati del modello solare standard
proposto in [5, Tabella 14.2].

3.3.3 Funzione specifica dei gas e temperatura adimensio-
nale

E possibile ottenere il profilo di temperatura dall’equazione costitutiva dei gas
perfetti
p(r)
T(r)==———""—. (3.40)
Ry (r)p(r)
La funzione specifica dei gas perfetti, R, ¢ legata alla costante universale
dei gas perfetti R dalla relazione

R

R = Mt

(3.41)

dove M,,.; € la massa molare della miscela gassosa. Cio significa che la fun-
zione specifica dei gas dipende dalla composizione chimica del gas perfetto con-
siderato, mediante ’abbondanza relativa degli elementi nella miscela.
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Si puo detereminare ’abbondanza degli elementi mediante il peso molecolare
medio

4 2

dove X,Y e Z sono le frazioni di massa rispettivamente dell’Idrogeno, dell’Elio
e dei metalli pesanti e tali che X +Y + Z = 1. Il legame che intercorre tra R,
e p ¢ il seguente

3.1 \"
pi=(2X+-Y+ -7 , (3.42)

kp
mopu(r)’
dove kp ¢ la costante di Boltzmann e m, 'unita di massa atomica. Per
le stelle di sequenza principale, la cui fonte primaria di energia ¢ data dal ciclo
p-p, 'andamento delle frazioni di massa € mostrato in Figura 3.8:

Ry = (3.43)

l.O T T T T T T T T
09 =
0.8 i o
B lH _/—=
0.7 i
£ 06 4
= d
£ 05 A
§ —
= 04
4 2
03 ___g%____ 2
0.2 A
= " GHe (x100) 7
0.0 : e e
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Radius (+/R.)

Figura 3.8: Frazioni di massa dell'ldrogeno e dell’Elio, in funzione del raggio
adimensionale [6].

E possibile dunque effettuare le seguenti ipotesi sul peso molecolare medio (cfr.
[11]):

1. Per # = 0 la mistura puo essere considerata prevalentemente formata da

Elio ionizzato, dunque X =0,Y =1, Z =0 e di conseguenza u = %;

2. Per # = 0.1 si ¢ alla frontiera del nucleo, poco piu della meta dell’Idrogeno
disponibile e stato convertito in Elio, dunque X ~ 0.34, Y ~ 0.64, 7 ~
0.02 e di conseguenza p ~ 0.854701;

3. Per 0.25 < 7# < 1 le abbondanze si possono ritenere approssimativamente
costanti e pari a X ~0.71, Y ~ 0.27, Z ~ 0.02, dunque p =~ 0.612557.
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Si puo dunque determinare la miglior curva d’interpolazione che fitti i valo-
ri di Ry, calcolati mediante la (3.43), corrispondenti ai p(7) ipotizzati sopra,
utilizzando la seguente famiglia di funzioni:

Ry (F) =1+ ¢ (1— e #7). (3.44)
La funzione di best fit risulta essere
Ry (7) = 6404.23 4 7512.68 (1 — e~ 7517867 (3.45)

Un grafico del profilo (3.45) & mostrato in Figura 3.9:
Ry
14000
12000
10000
8000
6000 e Dati
4000
2000

— Marasco-Romano

r

0.0 02 04 06 08 1.0 Fo

Figura 3.9: Andamento di R, (7) confrontato con i punti (7, R4) desunti dalle
ipotesi 1.-2.-3. su u(#) [punti rossi|.

E possibile dunque ottenere T adimensionalizzando lequazione (3.40)

fo_ PO (3.46)
Ry (7) P (7)
dove R, (%) & ottenibile da R, (#) dividendo tutto per R,(0)
A R, (7
() = X ) (3.47)

Un grafico di T'(#) & mostrato in Figura 3.10.
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0.6
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04 — Marasco-Romano

0.3 e Modello Standard
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0.2 04 06 08 1.0 Fo

Figura 3.10: Andamento di T'(#) confrontato con i dati ottenuti dal modello
solare standard proposto in [4, Tabella 7].

3.3.4 Luminosita e produzione di potenza specifica

Per determinare il profilo di luminosita, si supponga che la funzione L sia della

forma
A A A5 A A
1P+ coft + e3P®, se0 < 7 < 7y,

Lf‘ = .2 3.48
64(1—67]%)7 sefp <7 <1, ( )
dove:

® 1, Co e c3 sono costanti da determinare imponendo la continuita di Lz in
71 con le rispettive derivate prime e seconde,

e ¢4 ¢ una costante da determinare imponendo [A/;(l) =1,

e 71 e k sono due valori da determinare mediante regressione non lineare
rispetto ai dati del modello solare standard.

Per quanto riguarda ¢y, imponendo che L;(1) = 1 si ha

ca(l-ef)=1l=e= ﬁ (3.49)
Imponendo la continuita di L con le derivate prime e seconde si ottiene
173 + coft 4 st = ¢y (1 - efkff) ’
3c177 4 deafl + Begfh = 2kegfre M (3.50)

2 ~ _ .2
6c171 + 12021”% + 20037“? = 2kege P — 464/{27'%6 kY
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da cui

<1 — e‘k’;f)
Fiey + Fleg + Plez = B
(2kr1e+1)

3ifer + dffey + Bites = ~—— % (3.51)

1—e~

(2ke 1 — a7zt
671c1 + 12’?%02 =+ 20??03 = . — )

— €

Risolvendo il sistema lineare di 3 equazioni nelle 3 incognite {ci}?:p si ottiene

=) (10647 — 10 - Thi? - 227
“ (F=1)7f ’
0=r1) (15ek7 — 15 — 12k72 - 4k27})
cog = — _ (3.52)
G ’
071 (6ck — 6 — 5k73 — 2027
“T (=17
Dalla regressione non lineare, la miglior stima per i valori #; e k risulta essere
71 =0.18, k=61.283. (3.53)

La funzione di best fit risulta essere in definitiva

966.397" — T148.047" + 14450.17%, se 0 <7 < 0.18,
Ly = 1 _ o—61.2837 (3.54)
1 P <1
1 —2.42734-10-27’ se0.18 <7 <

Un grafico di (3.54) ¢ mostrato in Figura 3.11:

L

Lo
1.0

0.8

— Marasco-Romano
0.6

04 e Modello Standard

0.2

r

02 04 06 0.8 1.0 Fo

Figura 3.11: Andamento di L;(#) confrontato con i dati del modello solare
standard proposto in [4, Tabella 7].
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Sostituendo (3.54) in (3.30)3 quindi, & possibile ottenere la produzione di po-
tenza specifica

1 dL;
SO = mBrp @ (3.55)

Un grafico di §(7) & mostrato in Figura 3.12.

0.8

— Marasco-Romano
0.6

0.4 e Modello Standard
0.2
,

0.2 0.4 06 08 1.0 Fo

Figura 3.12: Andamento di §(7#) confrontato con i dati del modello solare
standard proposto in [4, Tabella 7].

3.3.5 Opacita e funzione v

Una volta ottenuti tutti i campi, & possibile infine determinare le funzioni x ()
e v (), mediante le equazioni (3.26)4 5

) 64nF2Ryo dT T3 R
==, TR
% (3.56)
o P A
'y(r)fiT@_ d£ Fe]lR1].
aF  Par

Gli andamenti delle funzioni (3.56), rispettivamente nella zona nucleo-radiativa
e in quella convettiva, sono mostrati nelle Figure 3.13 e 3.14.
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Figura 3.13: Andamento dell’opacita y per la zona nucleo-radiativa di una stella
di sequenza principale.

2.0

15 /

1.0 — Marasco-Romano

0.5

r

0.0 R
070 075 080 085 090 095 1.00°©

Figura 3.14: Andamento della funzione v per la zona convettiva di una stella di
sequenza, principale.
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Appendice A

Opacita

L’opacita x € una quantita che caratterizza “limpenetrabilita” di un mate-
riale (ad. es. gas stellare) rispetto alla radiazione incidente. Cid & cau-
sato principalmente dall’assorbimento di fotoni prodotti nel nucleo, ad opera
di quella parte del gas stellare circostante non ancora totalmente ionizzato,
mediante quattro principali fenomeni quantomeccanici associati all'interazione
radiazione-materia:

e Transizioni “bound-bound”, in cui un fotone di energia E., = hv (do-
ve h ¢ la costante di Planck e v la frequenza intrinseca del fotone)
viene assorbito da un elettrone di un atomo non ancora completamente
ionizzato, facente parte del gas stellare, in modo da generare una tran-
sizione elettronica dallo stato fondamentale dell’atomo ad un certo stato
energetico eccitato (tale che vengano rispettate le regole di selezione).

e Transizioni “bound-free”, in cui la transizione avviene tra lo stato
fondamentale dell’atomo ed un livello energetico tale da provocarne la
ionizzazione.

e Transizioni “free-free”, in cui un fotone viene assorbito da un elettrone
libero presente in un gas parzialmente ionizzato, provocandone un’accele-
razione.

e Scattering elettronico, in cui un elettrone libero non assorbe un fotone
incidente, ma ne causa una deviazione (ad. es. Scattering Compton).

L’opacita sara allora una quantita macroscopica legata alle sezioni d’urto di que-
sti processi d’interazione radiazione-materia. Ci si aspetta quindi che I'opacita
sia funzione:

e della densita, in quanto all’aumentare della densita risulta maggiore la
probabilita di assorbimento del fotone incidente,

e della temperatura, in quanto la probabilita di assorbimento diminuisce
se la temperatura (e dunque l'agitazione termica) del gas aumenta,
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e delle frazioni di massa, poiché differenti tipi di atomi hanno differenti
sezioni d’urto.

X sara dunque una funzione del tipo:
x=x(p,T,X,Y,Z), (A.1)

dove X,Y, Z sono le frazioni di massa rispettivamente dell’Idrogeno, dell’Elio e
dei metalli pesanti componenti la stella. Per temperature superiori a 107 K, si
pud dimostrare (cfr. [12, Sec. 3.7]) che, a partire dalla legge di Kramers, &
possibile ottenere la seguente approssimazione per 'andamento dell’opacita:

X = Xoh- (A2)

Per costruire un modello di struttura stellare basato sulle ipotesi classiche quin-
di, & necessario fornire il profilo x(p, T, X;) di una data stella. La problematica
principale risiede nell’impossibilita sperimentale di riprodurre le condizioni di
pressione e temperatura necessarie a simulare ’ambiente interno della stella, in
modo da ottenere stime accurate di x per piu valori di r.

In letteratura, si & soliti procedere calcolando 'opacita della stella mediante si-
mulazioni numeriche basate sui modelli stellari standard. Vari gruppi di ricerca
hanno proceduto in tal senso, i progetti pit importanti dei quali sono ’Opacity
Project (OP) e il progetto OPAL.
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Appendice B

Costanti fisiche e grandezze
fondamentali utilizzate nel

testo
’ Denominazione \ Simbolo \ Valore ‘
Costante di gravitazione universale G 6.67430(15) - 10T m3 kg s>
Costante di Boltzmann kg 1.380649 - 10" JK 1
Costante di Stephan-Boltzmann o 5.670374419 - 10 3 Wm 2K *
Unita di massa atomica My 1.66053906660(50) - 102" kg
Numero di Avogadro N 6.02214076 - 1023 mol
Costante universale dei gas perfetti R 8.314462618 Jmol T K !
Velocita della luce nel vuoto c 299792458 ms~!
Massa del protone my, 1.67262192369(51) kg
Massa del Sole Mg 1.98847(7) - 1037 kg
Raggio del Sole Rg 6.955 - 10° m
Luminosita del Sole Lo 3.854 - 102 W
Temperatura superficiale del Sole (mod.) T, 5770 K
Densita superficiale del Sole (mod.) Pb 1.99-10"*kgm™3
Pressione superficiale del Sole (mod.) Db 8- 103 Pa [5]; 10 Pa [10]
Temperatura centrale del Sole (mod.) T, 1.56 - 10" K
Densita centrale del Sole (mod.) Pe 1.513-10°kgm =3
Pressione centrale del Sole (mod.) De 2.334- 1016 Pa
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