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Introduzione

Le equazioni differenziali alle derivate parziali(o PDE) ricorrono molto spesso
nella fisica, quindi ¢ di grande interesse studiarne le soluzioni e relative proprieta.
In generale, denotate con D" u le derivate di orgine n della funzione u, una PDE
¢ un’equazione nella forma:

F (D*u(z), D* 'u(x),..., Du(z),u(z),z) =0 (z €U)

con k ordine dell’equazione. Nel nostro studio ci focalizzeremo soprattutto nello
studio delle PDE lineari e del second’ordine, ovvero un’equazione che si scriva
nella forma:

> aa(z)Du = f(x) (cona < 2).

lal <k

In contesti applicativi e non, si cercano soluzioni di un’equazione alle derivate
parziali imponendo condizioni al contorno. Tali problemi si dicono ben posti se €
possibile provare che valgano le seguenti proprieta:

1) Il problema ammette effettivamente una soluzione;
2) la soluzione ¢ unica;
3) la soluzione dipende in modo continuo dai dati imposti.

Una volta provato che il problema ¢ ben posto, risulta naturale chedersi se, nel
caso di dati regolari, anche la soluzione lo ¢. Quest’ultima questione ¢ di crucia-
le importanza nello sviluppo di una teoria che cerchi soluzioni alle PDE, infatti,
essendo queste utili nello studio di sistemi fisici, sarebbe di grand’utilita trova-
re delle soluzioni u abbastanza regolari. Tale richiesta risulta pero troppo forte,
in quanto limita la quantita di strumenti a nostra disposizione per la ricerca di
soluzioni.

Di conseguenza sacrifichiamo tale richiesta, almeno inizialmente, e cerchiamo
una funzione v che abbia lo stesso ruolo della soluzione classica, ovvero una solu-
zione debole. Questa in linea di principio sara una funzione non differenziabile e
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nemmeno continua, quindi una volta dimostrata la sua esistenza, ne indagheremo
la regolarita.

Tale approccio, detto formulazione debole, ¢ preferito rispetto a quello di ti-
po classico perche rappresenta un problema piu facile da affrontare rispetto alla
ricerca delle soluzioni alle singole equazioni.

L’ obiettivo di tale lavoro ¢ dunque quello di utilizzare gli strumenti forniti da
tale teoria per vedere come problemi di interesse fisico possano essere formulati
con il formalismo debole, e come tale approccio consenta di ottenere soluzione in
senso classico.

Per fare cio il il percorso logico seguito ¢ il seguente:

e Nel primo capitolo sono illustrate definizione e proprieta degli spazi di So-
bolev, ovvero, gli spazi di funzioni in cui saranno ricercate le soluzioni
deboli al problema differenziale;

e il secondo capitolo invece ¢ dedicato allo studio di criteri per provare dap-
prima I’esistenza e successivamente la regolarita della soluzione debole al
problema per un operatore di differenziazione parziale del second’ordine.
Questa scelta ¢ motivata dal fatto che tale famiglia di operatori, per un’a-
deguata scelta dei coefficienti, comprende 1’operatore Laplaciano, la cui
importanza in fisica ¢ ben nota. Successivamente, subordinati allo studio
della regolarita della soluzioni, sono forniti risultati anche sul principio di
massimo e sul problema agli autovalori;

e nel terzo capitolo si prendono in considerazione alcuni esempi di proble-
mi di interesse fisico che possono essere affrontati con i metodi introdotti
in precedenza, come ad esempio, il problema generale dell’elettrostatica,
I’equazione di Schrodinger (sotto alcune condizioni particolari) e I’equazione
del calore.



Capitolo 1
Spazi di Sobolev

Al fine di affrontare la formulazione debole dei problemi differenziali & necessario
fissare alcuni strumenti e definizioni senza le quali tutto il lavoro successivo non
¢ di immediata comprensione. Introduciamo dunque un particolare spazio di fun-
zioni che risultera essere lo spazio nel quale ricercare le soluzioni deboli, infatti
vedremo che tale costruzione ci permettera di generalizzare 1’insieme delle fun-
zioni assolutamente continue in piu variabili. Contrariamente al caso unidimen-
sionale, avere funzioni assolutamente continue non garantisce che queste siano
derivabili(infatti generalmente saranno soltanto q.o. derivabili), di conseguenza si
fara uso di una definizione di derivata nel senso delle distribuzioni e non di una
puntuale.

1.1 Derivata debole

Prima di dare la definizione di uno spazio di Sobolev, introduciamo la nozione di
Derivata debole, che servira a comprendere al meglio quanto seguira.

Siau € CY(U) e ¢ € C>(U),ovvero lo spazio delle funzioni infinitamente som-
mabili a supporto compatto( che chiameremo funzioni test) su U, con U C R".
Allora integrando per parti varra che:

/ugzﬁridx:—/uxigzﬁd:r (t=1,...,n) (1.1)
U U

Potremmo pensare di estendere ad una v € C*(U) la definizione ed in tal
modo ottenere che:

/ uD*pdr = (—1) / Du¢pdz (1.2)
U U

dove |a| < k.



CAPITOLO 1. SPAZI DI SOBOLEV 5

Tale espressione va perd0 maneggiata con cura, infatti vi sono 2 problemi:

e [l lato sinistro dell’uguaglianza ha senso se e solo se u ¢ localmente som-
mabile;

e il lato destro, e in particolare D*u, perde significato se u ¢ C*(U)

Queste problematiche nascono dal fatto che si sta ancora ragionando, rispetto alla
derivata, in senso classico.

Definizione 1.1. Siano u e v due funzioni appartenenti a Llocl(U ), v si dira
Derivata Debole di ordine |«| di u e si scriverd: D*u = v, se vale che :

/UuDagbdx: (—1)°‘/v¢daj (1.3)

U
Per ogni funzione test ¢ € C°(U).

Lemma 1. Se esiste, allora la derivata nel senso debole ¢ unicamente definita
qg.o.

Dimostrazione. Siano per assurdo v € ¥ € Llocl(U ) due funzioni che soddisfano

la relazione:
/UuDo‘qbdx: (—l)o‘/Ung)dx: (—l)o‘/Uf)gbda:

Per ogni funzione test ¢. Allora varra che:

/U(v—f})¢dx:0

Per ogni ¢ € C*°(U) e di conseguenza che (v — ) = 0 q.0. O

1.2 Definizione e proprieta degli spazi di Sobolev

Possiamo ora dare la definizione degli spazi di Sobolev, infatti questi saranno gli
spazi delle funzioni che, scelto un 1 < p < oo e un intero k, hanno derivata nel
senso debole nello spazio LP.

Definizione 1.2. Lo spazio di Sobolev
Whe(U) (1.4)

¢ composto di tutte le funzioni v : U C R™ — R per le quali, scelto un multindice
a, con || = k, esiste v € LP(U), derivata di ordine |« nel senso debole di u e
si indichera con v = D®u. Si noti che se p = 2, allora W*2(U) = H*(U) dove
la lettera H sta ad indicare che tale spazio ¢ di Hilbert V£ (si noti che se k = 0,
allora H*(U) = H°(U) = L*(U)).
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Definizione 1.3. Definiamo dunque la norma in W*P(U) come segue:

1/p
Du|P 1<p<
lul[wro @y = (Z|a<kfcr’ ul dl’) eLsph=e (1.5)

> jaj<k(€sSsupy [DYul)  sep = oo

Definizione 1.4. Indicheremo con W;?(U/) la chiusura di C°°(U) in W*»(U) (si
noti che C'>°(U) non ¢ altro che lo spazio delle funzioni test), ovvero, lo spazio
delle funzioni tali che esista una successione u,, € C°(U) tale che u,, — u in
Whp(U) .

u € Wkp(U)

Questo vuol dire che, se u € Wé“ P(U), allora
D*u =0 sudUV¥|a|<k-—1

Diamo ora due teoremi, di cui non forniremo prova, riguardo le proprieta delle
derivate deboli e degli spazi di Sobolev:

Teorema 1.1 (Proprieta della derivata debole). Siano ue v € Wy ,(U), con |a] <
k, varra che:

i) D € WHlelr(U) e D?(D*u) = D*(D%u) = D PuVa, B : |a]+|3] <
k:

ii) YA, u € R vale che Mu + pv € WFP(U) ( ovvero che W*P(U) ¢é chiuso
per la somma e il prodotto per uno scalare) e che D*(\u + pv) = A\D%u +
uDv;

iii) se V & un insieme aperto tale che V C U, allora u,v € W*P(V);
iv) se & € C>(U), allora éu € WHEP(U).

p(en) =3 (5) 000w 16)

B<a b

Dove a = (ay,...,a,) e = (01,...,0n)

Teorema 1.2. Perognik € Nep € R, lo spazio di Sobolev W*?(U) é uno Spazio
di Banach.

Dimostrazione. Per dimostrare che W*P(U) sia uno spazio di Banach dobbiamo
dimostrare:

e Che la norma definita nella costruzione precedente sia effettivamente una
norma;
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1y

2)

che sia completo rispetto a tale norma.

Dimostriamo che ||u||y».»(¢) sia una norma:

Per la definizione di ||u||yx» () sara chiaro che:
||/\u||W’“7P(U) = )\||U||ka(U)

E che:
|[w||wrr@) = 0 seesoloseu=0q.o.

Per dimostrare invece che ||u + v||yr.o@y < ||ullwes @) ci avva-

+HUHWk,p(U)
liamo della diseguaglianza di Minkovski, e dunque:

1/p
lutolhwesy = ( 3 1070+ D0l

la|<k

1/p
< (Z (D%ul| oy + HD“UIIMU))”)

la| <k

1/p
(Z ||Dau||Lp(U) (Z HD%HLP(U) = e Hlollwes

|| <k || <k

Mostriamo adesso che W"?(U) & anche completo. Assumiamo dunque che
{wm} _ sia una sequenza di Cauchy in W*?(U), allora per ogni|a| < k,
{D®u,,}°_,sara a sua volta una successione di Cauchy in LP(U). Dal
momento che LP(U) & completo. esiste una funzione u, € LP(U) tale
che:
D%y, — u,  in LP(U)
Per ogni || < k. In particolare, se I’ordine di derivazione k£ = 0 otteniamo
che
Uy, — U(0,...0) =: u € LP(U)

Data quindi la definizione della funzione u, vogliamo dimostrare che u €
WHP(U) e che la derivata nel senso debole di u & proprio u,, di conseguenza
prendiamo una funzione test e facciamo:

/ uD%¢dxr = lim Uy D dx
U

m—r0o0 U

Adesso integriamo prima per parti e poi facciamo il limite su m, quindi,
sfruttando la compattezza del supporto di ¢ otteniamo:

lim (—1)“/ D%y, dx
U

m—ro0
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_ (—1)‘1/Uuagbdx

Notiamo che dunque D“u = wu,, e allora u € W*P. Dal momento che
u € WFP_ y,, — unon solo in LP(U) ma anche in W*?(U).

O

1.3 Risultati di approssimazione

Le funzioni che stiamo trattando, spesso e volentieri non solo non sono deriva-
bili, ma anche discontinue, quindi risulta utile avere risultati che consentano di
approssimarle con funzioni regolare.

Definizione 1.5. Una funzione ¢ : R — R per cui valga che:
i) p e C,2(R"),
i) [po@de=1;
iii) lim._op-(x) = lim._o(c "p(z/c)) = 0(x) (nel senso delle distribuzioni).
¢ detta Mollificatore.

Definizione 1.6. Data una funzione f : U — R non localmente integrabile,
il prodotto di convoluzione fra f e un mollificatore & detto Mollificazione ed ¢
integrabile in U, := {x € Uldist(z,0U) > e}.

Teorema 1.3 (Approssimazione locale). Fissato k, Vp : 1 < p < o0 la funzione
u® = . xuin U, (1.7)
avra le seguenti proprieta:
i) ut € C*°(U.), Ve > 0
ii) u* — win WEP(U) pere — 0

Cosi facendo pero troviamo delle approssimazioni lisce per u soltanto in I/Vl’f)f(U )
quindi vogliamo estendere i risultati del teorema appena enunciato:

Teorema 1.4 (Approssimazione globale). Sia U limitato e u € W,-*(U), allora
eiste una successione {un,},. . € C*(U)N WP(U) tale che

Uy — win WiP(U) (1.8)

loc
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Abbiamo ora un modo per approssimare le funzioni in modo globale su tutto
U, anche se non abbiamo parlato della frontiera, su questa infatti, si hanno in
generale problemi nel definirci le funzioni degli spazi di Sobolev.

Possiamo pero recuperare qualcosa nel caso QU abbia delle proprieta partico-
lari:
Teorema 1.5. Sia U limitato e OU di classe C* allora se u € I/VIIZCP(U ) esiste una

successione {tn}, . € C*(U) tale che:

Uy, — 1w in WP (U) (1.9)

loc

1.4 Traccia

Nella sezione precedente abbiamo parlato di approssimazioni di una funzione u
fino alla frontiera di U, ma mentre in genere ¢ facile definire il valore di una fun-
zione sulla frontiera di un insieme, per quelle che stiamo trattando tale operazione
non & banale, infatti le v € W*P non sono necessariamente continue e sono de-
finite soltanto q.0. Altri problemi inoltre li da il fatto che QU ¢ un insieme che
ha misura n-dimensionale di Lebesgue nulla, quindi non ha senso parlare di u
ristretta a OU.
Supponiamo dunque che u € WP conp : 1 < p < oo, allora

Teorema 1.6. Sia U limitato e OU di classe C*, esiste allora un operatore limitato
T : WP(U) — LP(OU) tale che:

i) Tu = u|@pr) seu e W»NC(U)
i) ||Tul|rouy < Cllullwrrewy
Per ogni u € W'P(U), dove la costante C dipende soltanto da U e p.

Definizione 1.7. Dato il teorema precedente che definisce 1’operatore di traccia T’
chiamiamo T'u la Traccia di u su OU.

. : . 1
Possiamo adesso vedere che vuol dire avere un funzione u € W,":

Teorema 1.7 (Funzioni a traccia nulla). Sia U un insieme limitato la cui frontiera
e di classe C, e sia inoltre uw € WP, allora.

u € Wol’p se e solo se T'u = 0| (o) (1.10)



Capitolo 2

Equazione di Laplace

Una delle pit importanti PDE ¢ sicuramente 1’equazione di Laplace(di Poisson se
non omogenea), infatti a seconda del significato di u possono essere descritti vari
sistemi fisici molto importanti, tra i quali ad esempio il problema fondamentale
dell’elettrostatica.

Definizione 2.1. Un’equazione del tipo
Au=0 (2.1)
¢ detta Equazione di Laplace, mentre se non € omogenea, OVVero se:
—Au=f (2.2)
¢ detta Equazione di Poisson.
Dove in entrambi i casi
o u:U — R, u:=u(x);

zelU CRY

f U — R ¢ una funzione data;
n
Au= 31 Ugg,

Per questa equazione esistono studi che la risolvono in modo classico, di
conseguenza la soluzione ¢ ben nota nella sua forma e nelle sue proprieta.

Sfruttando proprio tale conoscenza useremo tale equazione per mostrare come
viene impostato il problema della ricerca di una soluzione debole delle PDE.

10
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2.1 Soluzione classica

Forniamo in questo paragrafo una breve dissertazione sulla derivazione di una
soluzione nel senso classico.

Sappiamo che I’equazione di Laplace ¢ invariante sotto rotazioni, cerchiamo
dunque soluzioni radiali, ovvero funzioni di = |x| e non di x, ovvero

u(z) = v(r),conr = |z| = (22, ..., 22)"/2. Notato che:
Lo 2\—1/2 Ly
Oy, (1) = §(m1, coxn) 2= — (2 #£0) (2.3)
r

Possiamo facilmente calcolare le derivate di » in funzione di v, infatti,
Uy, = Oy, [0(1)] = 0p(v)0y, (1), dunque:

Uy, = v’(r)% dove v'(r) = 0,(v) (2.4)
e quindi: , ,
Ug,z; = v”(r)% + () (% — %) (2.5)
Sommando su tutti i valori di i la (2.5) si ottiene:
Au="(r)+ z ; 11}’(7") (2.6)

Abbiamo dunque una semplice equazione differenziale e una soluzione puo essere
scritta nel modo che segue:

_ Jblogr+4c(n=2)
U(T’)—{ s e (n>3) 2.7)

Ta'fl

Con b e c costanti che dipendono dalle condizioni iniziali.

Definizione 2.2. La funzione ®(x) ¢ detta Soluzione fondamentale dell’ equazione
di Laplace ed ¢ definita come segue:

1 log | n =2

@(I)I{ 2 | ‘1 ( >> 08
w2t = (12 3)

Per v € R", v # 0 e a(n) =Volume della n-palla unitaria.

La scelta dei coefficienti b e c nella definizione appena data ¢ importante ai
fini della risoluzione dell’equazione di Poisson, infatti, possiamo notare che la
funzione ® ¢ armonica ovunque tranne che nell’origine x = 0. Se spostiamo
’origine da 0 a y, otteniamo che ®(z — y) & armonica ovunque tranne che in y.
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Se adesso prendiamo una f : R" — R, varra che ®(z — ¢) f(y) € ancora una
funzione armonica per x # y. Questo puo farci pensare che il prodotto di con-
voluzione fra ® e f sia una soluzione per 1’equazione di Poisson con f funzione
nota.

In linea di principio non possiamo affermare una cosa del genere, infatti, la
funzione D*®(z — y) non & integrabile intorno alla singolarita © = y.

Teorema 2.1. I/ prodotto di convoluzione u fra ® e f € C*(R™) ¢ tale che:
i) ue C*(R");
ii) —Au = finR".

Questo teorema, in accordo con la scrittura: —A® = §y in R”, ci garantisce
che davvero valga:

—Au(z) = /n —A®(z —y)f(y) dy
- / W)y =) (@ ERY) 2.9)

2.2 Formulazione Debole

Conosciamo adesso la soluzione in senso classico di tali equazioni, quindi pro-
cediamo alla formulazione debole e a vedere come ci si pud muovere in tale
contesto.

L’equazione di Laplace, nel contesto della teoria moderna per lo studio delle
PDE, fa parte di una famiglia di equazioni piu grande:

Definizione 2.3. Si definisce PDE lineare del second’ordine una PDE nella forma:
Lu=f inU (2.10)
dove:
e U ¢ un sottoinsieme aperto e limitato di R";
e 1 : U — R ¢ I’incognita del problema;

e f:U — R ¢ un funzione nota.
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L ¢ I’operatore di differenziazione parziale del secondo ordine, ovvero:

n

Lu—=— Z( T Uy, ), + Z V' (z)uy, + c(x)u (informa di divergenza)
ij=1
2.11)
oppure,

n
- Z a (@) g, + Z b'(x)uy, + c(x)u (non in forma di divergenza)
ij—1
2.12)
Se i coefficienti ¢ sono di classe C'*, le due scritture coincidono.

Definizione 2.4. Se i coefficienti a/ rispettano le seguenti proprieta:
i) a¥ = a’*, ovvero sono simmetrici;
i) Y a7 (2)&& > 0|¢P perz € U, & € R" e § = cost > 0.
allora I’equazione ¢ detta Ellittica.

L’ultima condizione, detta prorpio condizione di ellitticita, ci garantisce che la
matrice A(x) = a”(x)Vi,j = 1,...,n & definita positiva con autovalore minimo
maggiore o uguale a 6.

Se per esempio poniamo a* = ¢;;,b" = 0, ¢ = 0 otteniamo che L non & altro
che —A e quindi I’equazione Lu = f ¢ I’equazione di Poisson.

Sappiamo perd che un problema differenziale deve essere ben posto, di con-
seguenza I’equazione da sola non basta, vanno date delle condizioni. Imporremo
le Condizioni di bordo di Dirichlet, ovvero u = 0 su OU, infatti si puo dimostrare
che anche se U = g ci si pud sempre riportare nel caso precedente sfruttando la
linearita di L.

2.2.1 Soluzione debole

Consideriamo dunque il problema con le condizioni di bordo di Drichelet e cer-
chiamo una soluzione nel caso in cui L sia in forma di divergenza. A tal scopo cer-
chiamo una u € W*P(U) che sia soluzione. Assumeremo inoltre, nel perseguire
I’ obiettivo che:

o ab,ce L*WU) Vi,j=1,...,n
o fe L)
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Per definre una soluzione debole, prendiamo una funzione test e moltiplichiamo
I’equazione da ambo i lati per essa.
Sia dunque v € C§°(U), integrando su tutto U otteniamo:

/U Z aijux,-vzj + Z biuwiv + cuvdx = /va dx (2.13)
i=1

t,j=1

Il primo termine di sinistra & stato riscritto integrando per parti u,, u, ;v € sfruttan-
do che v ¢ a supporto compatto.

Dalla sezione sui metodi di approssimazone, sappiamo che tale uguaglianza
vale anche se v non & cosi tanto regolare ma appartiene a H; (U), di conseguenza
anche u deve appartenere a tale spazio per dare senso all’espressione scritta.

Definizione 2.5. Possiamo dunque definire la forma bilineare su H}(U), Bl -]
tale che:

Blu,v] := /U Z a Uy, vy, + Z Vug,v + cuv dx (2.14)
i=1

irj=1
peru,v € HY(U).
Definizione 2.6. Una funzione u € H}(U) tale che:

Blu,v] = (f,v) (2.15)
Vv € H}(U), dove (-, -) & il prodotto interno in L*(U) sara la Soluzione Debole

che stiamo ricercando.

2.2.2 KEsistenza della soluzione debole

Di grande interesse ¢ lo studio di criteri che possano garantirci che la soluzione
u esista effettivamente e che questa sia unica. A tal proposito ci viene in aiuto il
teorema seguente:

Teorema 2.2 (Lax-Milgram). Assumiamo che:
B:HxH—R

con H spazio di Hilbert, sia una forma bilineare tale che, esistono costanti o, } >
0 tali che

i) |Blu,v]| < oflull[v]| per (u,v € H);

ii) Bl|ul|?* < Blu,u| per (u € H).
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Allora se, f : H — R ¢ un funzionale lineare su H, esiste ed ¢ unica u € H tale
che:

Blu,v] = (f,v) (2.16)
Yv € H.

Dimostrazione. Per ogni elemento u € H, I’applicazione v — Blu, v] & un fun-
zionale lineare su H e utilizzando il teorema di Riesz sappiamo che esiste ed ¢
unico w € H tale che:

Blu,v] = (w,v) (veH)

e possiamo vedere w come w = Au con A operatore lineare e limitato, infatti
varra che:
Blu,v] = (Au,v) (v,u € H)

e che
|Aul|* = (Au, Au) = Blu, Au] < o|U|| ||Au||e dunque che||Au|| < a|u]|

Quindi, dal momento che ||Au|| < «af|ul|, A & limitato.
Resta da dimostrare che: A ¢ biunivoco e che il suo range ¢ chiuso in H. A tal
proposito guardiamo la quantita (3]|u||?, questa tramite le definizioni dell’enun-

ciato sara:
Bllull?* < Blu,u] = (Au,u) < [|Au|| ||ul]

Di conseguenza f(||u|| < ||Au|| e dunque cid che volevamo. Inoltre si ha anche
che R(A) = H, infatti vediamo che se cosi non fosse, dal momento che il range &
chiuso, esisterebbe un elemento w € H # 0 tale che w € R(A)~* e quindi tale che
Bllw||* < Blw,w] = (Aw,w) = 0. Questo & chiaramente un assurdo.

Si pud infine vedere che u € unica, infatti se per assurdo esistesse una u tale
che Blu,v] = (f,v) = BJi,v] allora data la linearia di B si ha: Blu — @, v] = 0.
Se v = u — u(tale assunzione ¢ lecita in quanto v € un generico elemento di /),
allora varra che: Blu — @, u — u] = 0 > f8||u — @||?, e dunque che u = . O

Enunciato tale teorema sembrerebbe che le fatiche siano finite, in reata, nel-
I’enunciato abbiamo fatto delle assunzioni non banali.

Ci0 che resta da fare adesso ¢ dunque dimostrare che tali assunzioni siano vere
nel caso delle PDE ellittiche.

Teorema 2.3. Vogliamo dimostrare che esistono o, 3 > 0 e v > 0 tali che :
|Blu,v]| < a||u||Hg(U)||U||H01(U) (2.17)

e che:
5”““?{5(@ < Blu, u] + | |ul[72 0 (2.18)

Vu,v € H3(U).
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Dimostrazione. La prima relazione ¢ abbastanza immediata, infatti:

Blu,v]l < 3 (a1 / |Dul| Do da
U

,j=1

=Sl / Dulle] d + [|c] 1~ / [l o] da
=1

< a||UHH5(U)||U||H3(U)
Per un « appropriato.
Per dimostrare la seconda relazione utilizziamo la condizione di ellitticita,

ovvero: .
(9/ | Dul? dv < / Z aug Uy, d
U U

ij=1

= Blu,u] — / Z buy, + cu® dx
U

=1
gB[u,u]+Zubl’||Lw/U|DuHu|dx+||c|yLoo/Uu‘zda:
=1

Utilizzando adesso la diseguaglianza di Cauchy, sappiamo che esiste € > 0, se per

esempio
£ Z Hb ||Loo < 5
i=1
Allora: p
—/ |Du|? dz < Blu,u] + C/ u? dx
2 Ju U
Per C appropriata.

Allora, siccome vale che:
]|z < Cl|Dul| 2w,
esistono costanti 5 > 0 ey > 0 tali che :
5”“”?{3(@ < B[%UH’YHUH%%U)
O]

Se pero v > 0 usciamo fuori dalle condizioni in cui vale il teorema di Lax-
Milgram, per cui c’e bisogno del seguente:



CAPITOLO 2. EQUAZIONE DI LAPLACE 17

Teorema 2.4. Sia v > 0 tale che 1 > v e data f € L*(U), allora esiste ed ¢
unica la soluzione u € H}(U) al problema:

{Lu—l—uu:f inU

2.19
u=20 su oU ( )

Dimostrazione. Sia ~y la stessa del teorema precedente, allora, presa u > 7,
definiamo la forma bilneare:

B, [u,v] := Blu,v] + pu(u,v) u,v € Hy(U)

corrispondente all’operatore L,u := Lu + pu.
A questo punto B, soddisfa le condizioni di Lax-Milgram, quindi varra che:

Bu[uv U} = <f7 7)>

Vv € H}(U) e u & 'unica soluzione del problema assegnato. O

2.2.3 Regolarita della soluzione

Visto cosa vuol dire trovare una soluzione nel senso debole, vediamo adesso cosa
si puo dire sulla sua regolarita.

Data Lu = f studiamo il Problema della regolarita. Ovvero vediamo quanto
regolare puo essere una soluzione debole.

Per capire ci0, consideriamo I’equazione di Poisson:

~Au=f inR" (2.20)

e assumiamo che u sia abbastanza regolare e che vada a 0 per |x| — oo nei
prossimi calcoli.
Osserviamo allora la quantita:

f2dx = / (Au) d:p_z / Uiy Uiy, d (2.21)

R 2,7=1

Dunque, integrando per parti rispetto a x; otteniamo che :
= — Z / Ugzi0;Uz; AT (2.22)
2,0=1 "
Stavolta integnramo per parti rispetto a z; e dunque:

— Z / Ug; Ug jz; AT = | D?ul|? da (2.23)

i ] 1 R
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Vediamo allora che la norma L? della derivata di second’ordine di u, puo essere
trovata calcolando la norma L? di f, possiamo quindi fare:

“Ai=f (2.24)

con U = uy € f = fx, in questo modo si trova che quanto detto prima vale anche
per la derivata del terz’ordine di u e cosi via fino all’ordine m + 2 dove con m si
indica I’intero tale che f € H™.

In particolare per m — oo si ha una soluzione u € C'°.

Capiamo che poter fare calcoli del genere ¢ molto utile al fine di studiare
la regolarita di una soluzione debole, a tal scopo pero necessitiamo in generale
di alcuni teoremi; infatti, i calcoli fatti in precedenza prevedono forti assunzioni
sulla regolarita sia della soluzione u che delle sue derivate.

Regolarita interna

Studiamo innanzitutto criteri che possano garantirci regolarita dell’equazione con
L non in forma di divergenza e con i coefficienti a*, b’, c regolari quanto serve in
U C R", con U limitato e aperto:

Teorema 2.5 (Regolarita interna di H?). Assumiamo che:
a’ € CHU),b',ce L®WU) (i,j=1,...,n)
fel*U) inU
Se u ¢ una soluzione debole di Lu = f in U, allora vale che:
ue H2(U)
e che YV CC U aperto,
lulliee) < CUL Nl + lullzon) 225)
conC =C(V,U)

Si puo estendere questo teorema a qualunque ordine si voglia, purche siano
rispettate delle condizioni.

Teorema 2.6. Sia m un intero non negativo, allora se vale che:
a’, b’ ce C"THU)

e che
feH™U)
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allora, u soluzione della PDE ellittica sara tale che:

uwe H™?

loc

eper V. CC U vale che:

ull g2y < CU N amw) + llulli2@)) (2.26)
conC =C(m,U, V)

Si puo notare che, per m = 0 I’enunciato coincide con quello precedente,
invece per m — oo abbiamo una soluzione che ¢ infinitamente differenziabile.

Regolarita sulla frontiera

Sappiamo ora che condizioni deve rispettare una soluzione per essere regolare fino
all’ordine m + 2 ma soltanto sull’interno di U, non sappiamo nulla di u su OU.
Enunciamo adesso un teorema che ci permette di conoscere che condizioni
devono essere rispettate affinche si abbia regolarita anche sulla frontiera.
Come nel caso precedente se ne potrebbero enunciare due, uno per la regolarita
in H? e uno per quella ad ordini maggiori, ma, siccome per m = 0 I’uno si riduce
nell’altro, forniamo solo il seguente:

Teorema 2.7. Si assuma che:
a’ b ce CmH(U) (t,j=1,...,n) ,f € H™(U)

allora, supposto inoltre u € H}(U), sia soluzione del problema con condizioni al
bordo nulle e che OU € C™*2, si ha:

u € H™?(U)

ul| 2y < O fllamt2@wy + |ullL2@)) (2.27)
con C =C(m,U).

Nel caso in cui m = 0 otteniamo il caso H?, mentre analogamente a prima,
per m — o0, si ha infinita differenziabilita anche su OU

2.2.4 Principio del massimo

Sappiamo che, per I’equazione di Laplace, esiste un principio di massimo, mol-
to utile nelle applicazione fisiche, come ad esempio il principio della trappola
elettrostatica.

Dal momento che abbiamo visto tale equazione appartenere ad una famiglia
ben piu grande, vorremmo sapere se tale principio puo essere esteso alle equazioni
ellittiche in generale.

Definiamo quindi cosa intendiamo per punto di massimo:
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Definizione 2.7. Sia u una funzione di classe C? su un aperto U, allora xy € U
sara un punto di massimo se vale che:

Du(xg) =0, D?*u(z) <0 (2.28)

Da tale definizione notiamo due cose, la prima & che la matrice D*u & definita
non positiva in x € la seconda ¢ che tale definizione implica una descrizione pun-
tuale e non piu nel senso delle distribuzioni come fin ora. Quest’ultima condizione
implica che, per far si che la definizione di massimo abbia un senso, la funzione u
sia almeno di classe C2. Questo ci obbliga a subordinare il problema della ricerca
dei punti del massimo a quello dello studio della regolarita.

Possono essere date nell’ambito della formulazione debole delle PDE due
principi del massimo:

e 1l primo, detto "debole", dimostra che una funzione di classe C* ha valori
massimi(o minimi) sulla frontiera dell’insieme sul quale ¢ definita;

e il secondo, detto "forte", dimostra la non esistenza di punti di massimo di
una funzione di classe C? in un insieme aperto U.

Teorema 2.8 (Principio debole del massimo). Sia U C R" aperto e si assuma che
ue C*U)NC(U) ec>0,allora vale che:

i) Se Lu <0inU, allora:

max u < max ut;
U oUu

ii) se Lu > 0in U, allora:

minu > . maxu .
U ou

Dove vt = max(0,u) e v~ = — min(u, 0).

Questo ¢ il principio debole del massimo nella sua formulazione piu generale, si
noti che si stanno comunque ponendo dei limiti sui vari coefficienti dell’equazio-
ne.

Diamo ora il secondo teorema, ovvero:

Teorema 2.9 (Principio forte del massimo). Sia U C R" aperto e si assuma che
ue C*U)NC(U) ec>0,allora vale che:
Se U é connesso, Lu <>y 0in U e u possiede un massimo(minimo) non

negativo(positivo) su U in un punto interno, allora u é costante su U
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2.2.5 Problema agli autovalori

Consideriamo inizialmente il problema:

Lw=M\w 1
{ w w InU (2.29)

w=0 sudU

ovvero, il problema agl’autovalori per L. Nota che, da quanto visto nella sezione
sull’esistenza della soluzione debole, sappiamo che una base di autovalor idi L
puo essere formata da infiniti elemente ma tali da essere contabili.

Prendiamo adesso L in forma di divergenza e con i coefficienti b’ e ¢ nulli, in
tal caso allora I’operatore L sara simmetrico e varra per la forma bilineare B

Blu,v| = Blv, u]
e se inoltre U ¢ compatto, si puo dimostrare che:
Teorema 2.10.
i) Ogni autovalore di L e reale;
ii) che, detto Y. linsieme degli autovalori, si potra scrivere:
2= {Ak}iil

dove
0< A1 <A< ... con) — o0 sek — ooy

iii) esiste una base ortonormale {wy},, di L*(U) dove le wy, € Hg(U) e sono
autovettori di autovalore \y, di L.

Definizione 2.8. Si definisce Autovalore principale di L, \y > 0
Con questa definizione possiamo dare il seguente teorema:
Teorema 2.11 (Principio variazionale). Si dimostra che:
A = min {Blu, ul|u € Hy, ||ul|r2 = 1} (2.30)

e che se u e una soluzione del problema differenziale:

(2.31)

Lu=Mu inU
u=0 suodU

allora e proporzionale a wy autovettore dell’ autovalore principale.
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In via generale pero L non si scrive nel modo semplice che abbiamo supposto
inizialmente, anzi, la sua forma generale non divergente sara non simmetrico.
Questo implica che gli autovalori di L non sono necessariamente reali. Il teorema
precedente allora si trasforma nel seguente:

Teorema 2.12. Si dimostra che:
i) A\ continuera ad essere reale;

ii) V) € C autovalore di L vale che:

Re(M) < A\ (2.32)



Capitolo 3

Problemi di interesse fisico

3.1 Problema fondametale dell’elettrostatica

Uno dei problemi classici che si descrive con le PDE ellittiche ¢ il Problema
fondamentale dell’elettrostatica, ovvero la determinazione del potenziale elettrico
in una data configurazione di carica statica.

La soluzione di tale problema ¢ ben nota in letteratura, quindi non indaghere-
mo a fondo tale aspetto, piuttosto ¢ interessante vedere come la formulazione de-
bole delle PDE ellittiche collassa in quella classica e che significato fisico hanno
teoremi e proprieta enunciati nel capitolo precedente.

Nel caso si voglia risolvere il problema fondamentale dell’elettrostatica nel
vuoto, la soluzione discende banalmente dall’equazione di Laplace o di Poisson
se ci sono delle cariche localizzate o una distribuzione.

Il vuoto € perd un caso del tutto particolare, infatti la sua risposta al campo
elettrico ¢ uguale e costante in ogni direzione, trattiamo quindi il caso in cui lo
spazio sia costituito da un dielettrico generico, ad esempio potrebbe essere anche
I’aria.

In tal caso vi sono delle considerazioni da fare, infatti per un dielettrico esi-
stono fenomeni che nel vuoto non hanno luogo, ad esempio la polarizzazione.
Sappiamo infatti che in presenza di un campo elettrico , un dielettrico reagisce
deformando la propria distribuzione di carica e dando luogo a densita di cariche
aggiuntive. Tale effetto si manifasta sotto forma di un vettore di Polarizzazzione
P che modifica il campo elettrico £.

Tale vettore P dipende pero in modo lineare da & mediante la Suscettivita
elettrica:=Y..In linea generale questa non ¢ uno scalare, bensi un tensore.

In tal modo si puo scrivere il campo elettrico totale, anche considerando il
dielettrico, come: D = (g9 + x.)FE.

Definiamo la quantita fra parentesi come costante dielettrica del mezzo:=¢.

23
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Questa sara a sua volta un tensore, tale che D = ¢ F.
Il campo Elettrico E ¢ pero ancora quello per cui vale:

fE. di (3.1)

quindi sara ancora possibile definire un potenziale V: £ = —VV.
Infine considerando il teorema di Gauss in un dielettrico si puo ottenere la
relazione:
V-D=p (3.2)

dove p ¢ la densita di carica.
Abbiamo dunque tutti gli strumenti per vedere 1’uguaglianza nella forma fra
I’equazione di Poisson per questo problema e 1’operatore L, infatti:

D; =32 ciE,
J Zz € ov (33)
E;=—(VV); = — 5 = Vi,
e quindi che:
3
Dj=-Y £V, (3.4)
Se consideriamo a tal punto la (3.2) si ottiene:
3
V(=) V) =p (3.5)
e, esplicitando I’ operatore divergenza:
3
> Ve, = p (3.6)
iJ

Questa non ¢ altro che una PDE ellittica dove:

e La funzione incognita ¢ il potenziale scalare V;
e i coefficienti a”’ della teoria generale sono gli elementi £/

e I’operatore L ¢ nella forma divergente con i coefficienti b e ¢ nulli.

Vediamo dunque che la formulazione debole delle equazioni ellittiche del capi-
tolo precedente non ¢ soltanto uno sforzo matematico, infatti, avendo ricono-
sciuto I'uguaglianza fra tale equazione e quella appena vista sappiamo che tutti
1 teoremi di esistenza, unicita, regolarita e principio del massimo sono rispettati
automaticamente.

Questo non vale solo per il problema analizzato ma per un qualunque problema
possa scriversi in questi termini.
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3.2 Equazione di Schrodinger

Una tra le pitt importanti equazioni alle derivate parziali della meccanica quanti-
stica ¢ senza dubbio I’equazione di Schrodiger:

zh%—f + Ly =0 (3.7)
Se si ricercano delle soluzioni di tipo fattorizzato, ovvero:
U(z,t) =1(x)T(t) (3.8)
si ottiene che: o Ly
th(t) = 7 (x) (3.9)

da cui si capisce che ogni membro deve essere costante.
Per la parte spaziale si perviene dunque ad un’equazione del tipo:

L = By (3.10)

ovvero, quella che abbiamo visto essere I’equazione agli autovalori per I’ operatore
L.

Da ci0 possiamo ricavare notevoli informazioni sulla soluzione 1) e sui valori
di £.

Puo essere inoltre interessante vedere che per un’adeguata scelta dei coeffi-
cienti di L si ottiene 1’equazione di Schrodinger per vari sistemi fisici:

1) Se ad esempio si scelgono i coefficienti di a¥/ = —% (dove h ¢ la costante
di Plank ridotta e m la massa della particella considerata) e b' = ¢ = 0 si
ottiene 1’equazione di Schrodinger per una particella libera.

Studiando inoltre il problema:

i%+ Lu=0 suU x (0,7]

u=0 inU (3.11)
U(]I,O) = U(IO)

Si riconosce il caso di una buca di potenziale infinita n-dimensionale;

2) se in aggiunta al caso precedente inseriamo un coefficiente c(x,t) # 0 tale

che:
>a€R
c(x,t>={c se |z} > a (3.12)
o altrimenti

Si riconosce il caso di una buca di potenziale radiale finita;
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3) se il termine ¢ ha invece la forma:
£ =1 2 3.13
c(x, )—Emeixi (3.13)
=1
Si ha il caso di una particella di massa m soggetta ad un potenziale armonico
di frequenza w; rispetto alla coordinata z;;

4) se il termine c ha la forma:

1 e2

4dreq r?

c(x,t) = (3.14)

dove ¢ ¢ la costante dielettrica del vuoto, e ¢ la carica dell’elettrone, r la
distanza di un elettrone dall’origine. Si riconosce il caso di un elettrone
soggetto al potenziale generato da un protone, ovvero, un elettrone in un
atomo di idorgeno.

3.3 Equazione del calore

Ci muoviamo adesso verso una tipologia di equazione fino ad ora mai comparsa
in questo lavoro, ossia, quella che storicamente ¢ chiamata Equazione del calo-
re, detta cosi perche utilizzata inizialmente per descrivere la temperatura in un
materiale nel tempo.

Presentata cosi potrebbe sembrare qualcosa di assolutamente nuovo e ci si po-
trebbe chiedere perche trattarla, in realta I’equazione ed il problema differenziale
ad essa associato si scrivono nella forma:

ur+ Lu=f suU x (0,7
w=0 sudlU x (0,T] (3.15)
u(z,0) = ug(x) =g inU

Dove:
e u, funzione incognita, ¢ una u(x, t);
e U C R"™ ¢ I’insieme in cui vivono le x;
e ¢ & la variabile temporale tale che ¢t € (0,77;

e ¢ ¢ una funzione nota e denota il valore della funzione a ¢ = 0.
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Inoltre, I’operatore L che compare nel problema (3.15) ¢ 'usuale operatore di
differenziazione parziale del second’odine, i cui coefficienti possono pero essere
in generale anche funzioni del tempo:

n

Lu=— Z (@ (z, t)uy,)s, + Z b (x, t)uy, + cu (3.16)

i,5=1 i=1
con i coefficienti a* che rispettano la condizione di ellitticitd, ovvero, sono tali
che esiste una costante ¢ > 0 per cui:

n

> ai(a, 068 > )¢ (3.17)

i,j=1

perogni (z,t) € Up =U x (0,T] e € R™.
Per visualizzare meglio cosa vuol dire risolvere tale problema differenziale, si
immagini che u dipenda da ¢ nel modo che segue:

u(t) : (0,T)] — Hy(U) (3.18)

[u(®))(z) : Hy(U) = R (3.19)

In tal modo ¢ facile capire che un problema differenziale come il (3.15) rappre-
senta la ricerca di una trasformazione ad un parametro di u tale che sia soluzione
in ogni istante di tempo dell’equazione di Poisson con condizioni al bordo di
Dirichlet.

3.3.1 Proprieta della soluzione

Introdotto il problema, resta da vedere che il problema ammetta una soluzione e
questa sia unica.

Definizione 3.1. Cosi come fatto in precedenza per I’equazione Lu = f anche
per quella del calore si definisce soluzione debole, una funzione v tale che, presa
una v € H}:

(u',v) + Blu,v; t] = (f,v) (3.20)

Dove vale che:
i) ' indica v, ed appartiene allo spazio duale di HZ, ovvero, Hy 1.
ii) (-,-) rappresenta il prodotto fra un elemento di H, ' eH{;

iii) B ¢ la forma bilineare definita anche per la soluzione di L.
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Teorema 3.1. Se vale che:
i) I coefficienti ™ | b*,c € L>(U);
ii) f,g€ L*(U).
allora il problema (3.15) ammette un’unica soluzione debole.
Di seguito una prova del’unicita della soluzione debole.
Dimostrazione. Per provare 1’unicita € necessario mostrare che 1’unica soluzione

debole al problema (3.15) con f = g = 0siau = 0.
A tal scopo poniamo u = v nell’equazione (3.20) e otteniamo:

d (1
dt "2
In analogia a quanto visto feorema 2.3, esistono v > 0 e 5 > 0 tali che valga:

(' u) + Blu, uit] = — (S ||ullf2)) + Blu, ust] = 0

Blu, ust] > Bllulli oy — Yullf2 @y = =llullz2w)

Usando queste due relazioni si puo vedere che u deve essere la funzione q.o.
nulla -

Inoltre, in analogia con quanto fatto per le equazioni di tipo ellittico, ¢ pos-
sibilile provare che se i dati sono regolari(per esempio di classe C'*°) anche la
soluzione lo ¢ (di classe C'*).

3.3.2 Derivazione dell’equazione del calore

LUn’applicazione classica dell’equazione di cui abbiamo brevemente introdotto
alcune proprieta ¢ il problema di determinare, dato un mezzo le cui caratteristi-
che strutturali sono note, 1’evoluzione nel tempo del campo scalare 7', ovvero la
temperatura, conoscendo lo stato iniziale.

Nel modello preso in considerazione, il mezzo conduttore nel quale studiamo
il problema individua una porzione U di R? delimitata da un bordo OU.

Postulato che il flusso di calore nel mezzo rispetti I’equazione di Fourier,
ovvero che valga:

J=—-kVT (3.21)

dove J ¢ il vettore densita di corrente termica, k ¢ la conduttivita termica che
in generale ¢ un tensore a causa dell’anisotropia del mezzo in cui si effettua lo

studio, e 1" ¢ il campo scalare di temperatura, si puo osservare la variazione di
calore all’interno di una porzione di volume arbitraria del mezzo e vedere che:

dQy (t)
dt

= / )oq(x7 t)dgflj — J - ndo (322)
1% ov

dove:
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e (v () & la quantita di calore nella regione V' in funzione del tempo;
e p ¢ la densita di massa del mezzo;

e ¢(x,t) & una sorgente di calore, qualora sia presente;

e n ¢ la normale orientata in verso uscente rispetto alla superficie OV .

Dalla termodinamica sappiamo pero che la variazione di calore ¢ legata alla
variazione della temperatura, in condizioni stazionarie,mediante la relazione:

dQ) = cpdT (3.23)

dove c ¢ il calore specifico del mezzo, ed in generale e una funzione scalare della
posizione. Di conseguenza, integrando la (3.23) su V' e sostituendo tale espressio-
ne nella (3.22), si ottiene un integrale su V" uguale a 0 ed essendo V' arbitrario si

puo scrivere:
3
T 1 .
9 _ E :(ijTxi)xj — q(z, ) (3.24)

at  pc = c

Dalla quale imponendo le condizioni di Dirichlet al bordo e dando la condizione
iniziale 7'(z,0) = T'(zo) si ottiene il problema per cui sappiamo che esiste ed &
unica una soluzione.

Inolte, se i coefficienti k% non sono costanti, si puo scrivere la (3.24) come:

3

oT y ° t
S T, - 3N, = A8 (3.25)
=1

o c

ij=1

dove si & posto a¥/ = k' /pc e b’ = (2?:1 ki) pe.
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