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Introduzione

L’operatore densita p & uno strumento matematico che fu introdotto da Von Neumann in
ref.[1]| nella prima meta del Novecento come un nuovo formalismo per lo studio di problemi
di meccanica quantistica e meccanica statistica. Vedremo che si tratta di uno strumento
estremamente flessibile, questa flessibilita é forse il motivo principale per cui oggi &€ molto
utilizzato anche nello studio dei processi di produzione e decadimento in fisica delle par-
ticelle. Risulta particolarmente interessante il caso dello studio degli esiti di una misura
per un sistema quantistico, vedremo infatti che se per stati puri 'operatore densita & solo
un formalismo alternativo a quello di Schrédinger, per miscele statistiche risultera fon-
damentale in quanto & I'unico strumento per studiarle. La sua formulazione matriciale &
adatta a descrivere sistemi compositi, sia nel caso in cui i sottosistemi siano separabili (e
cioé associati a spazi di Hilbert separati), sia nel caso in cui questi siano entangled. Cono-
scere gli elementi di matrice significa conoscere ’occorrenza di un certo autovalore, e cioé
l'occorrenza di un possibile esito della misura di un’osservabile; nota la matrice densita
valutata rispetto ad una base qualsiasi, & possibile calcolare il valor medio di un qualsiasi
operatore (associato ad un’osservabile) se & nota la sua azione sulla base scelta.

In questo lavoro di tesi descriveremo le principali caratteristiche dell’operatore densita e
considereremo, senza ovviamente essere esaustivi, varie applicazioni, da quelle classiche del-
la meccanica quantistica e statistica a quella meno nota dello studio delle caratteristiche di
spin di stati risonanti in fisica delle particelle. Nel primo capitolo introdurremo brevemente
i concetti basilari della meccanica quantistica quali ad esempio il problema della misura
di un’osservabile, segue un’introduzione della notazione bra-ket e quindi il formalismo ma-
triciale per gli operatori. Questa parte introduttiva nel primo capitolo servira a definire
Ioperatore densitd: distinguendo tra stati puri e non, elenchiamo e dimostriamo le sue
proprieta fondamentali e ricaviamo ’equazione di Von Neumann. I vantaggi dell’operatore
densita diventano pit chiari quando alla fine del primo capitolo si effettua lo studio di una
particella a spin semintero col formalismo matriciale. Nel secondo capitolo introduciamo le
miscele statistiche dandone una definizione a partire dal concetto di massima informazione
su un sistema; per comprendere a fondo la differenza con gli stati puri, sono presentati
alcuni esempi. Si ricavano 'espressione della matrice densitd per miscele statistiche e le
sue proprietd, seguono due esempi applicativi di p per miscele, ovvero lo studio di un fa-
scio di fotoni incidenti su un polarizzatore e lo studio di sistemi termodinamici (ensemble
microcanonico e canonico). Nel terzo ed ultimo capitolo viene mostrata una recente pa-
rametrizzazione della matrice densita di spin degli stati risonanti generati da processi di
produzione e decadimento in fisica delle particelle, terminando con un esempio per processi
governati da interazione forte ed un esempio per processi governati da interazione debole.
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Capitolo 1

L’Operatore Densita

'In meccanica classica misurare una grandezza fisica implica un processo in cui lo sperimen-
tatore interagisce col sistema da studiare senza alterarne lo stato. In meccanica quantistica
effettuare una misura significa interfacciare lo strumento di misura con il sistema fisico in
esame, tuttavia I'operazione di misura perturbera il sistema, si prenda ad esempio il caso
della diffrazione di elettroni: supponiamo di stare osservando un fascio di elettroni inciden-
ti su uno schermo a doppia fenditura, se effettuassimo una misura di velocita o posizione
degli elettroni a livello delle fenditure non osserveremmo piu la diffrazione, I'immagine al
rivelatore non sarebbe piu a frange.

Inoltre in meccanica quantistica I’esito di una misura non & deterministico, bensi probabi-
listico: supponiamo di avere un sistema fisico e di voler misurare 'osservabile A, facciamo
N prove; la misura della grandezza fisica in generale non avra lo stesso esito per tutte le
prove, bensi si osservera una certa distribuzione di risultati in accordo con la distribuzione
di probabilita proveniente dalla funzione d’onda. In meccanica quantistica lo stato di un
sistema, fisico é rappresentato da una funzione d’onda definita su uno spazio di Hilbert,
ogniqualvolta si effettua la misura di un’osservabile fisica per il sistema, la funzione d’onda
collassa in uno degli stati associati all’osservabile, questo fenomeno ¢ dovuto alla correla-
zione tra lo strumento di misura e il sistema quantistico che si sta studiando, ne deriva
la perturbazione di quest’ultimo. E’ importante sottolineare che non & ancora completa-
mente chiaro come avvenga l'interazione tra strumento e sistema e il conseguente collasso
della funzione d’onda, né tantomeno & possibile prevedere con probabilita uguale ad uno
(eccetto in alcuni casi) lesito della misurazione (infatti, come gia detto, esso & un processo
probabilistico), si puo tuttavia prevedere con quale probabilita si misurerd un certo valore
della grandezza fisica che si sta studiando. In breve effettuare la misura di un’osservabile
significa interagire col sistema sotto esame, provocando il collasso irreversibile della funzio-
ne d’onda ad esso associata in uno stato o una combinazione di stati relativi all’osservabile,
tale collasso & dovuto alla correlazione ineliminabile tra apparato sperimentale e sistema.
Per questo motivo & stato introdotto il formalismo operatoriale per le osservabili: effettuare
una misura dell’osservabile A vuol dire far interagire due sistemi fisici (lo strumento e il
sistema in esame) in modo tale che tale interazione corrisponda alla misura della grandezza
fisica A, questa sara associata ad un operatore A (hermitiano); secondo l'interpretazione
di Copenaghen lo spettro di autovalori associato all’operatore sard l'insieme dei possibili
esiti della misura, le autofunzioni associate invece (o combinazioni lineare di esse) saranno
gli stati in cui collassa la funzione d’onda in virtu del processo di misura. In generale ad
ogni operatore hermitiano é associato uno spazio vettoriale che sia uno spazio di Hilbert e
sul quale sono definiti gli autovettori di tale operatore:

'Per questa prima sezione introduttiva sono stati utilizzati come testi di riferimento |2],[3].

7



8 CAPITOLO 1. L’OPERATORE DENSITA

A"/}n = an Yn. (1'1)

Nell'interpretazione di Born (1926)? il significato fisico attribuito alle funzioni d’onda risie-
de nel loro modulo quadro e cioé, mentre i vettori v, sono delle funzioni d’onda definite in
uno spazio di Hilbert associato al sistema e si ricavano risolvendo il problema agli autovet-
tori e autovalori relativo ad un operatore®, il modulo quadro [t/|? & legato alla probabilita
che il sistema si trovi in una determinata regione di spazio. Infatti studiando la dinamica
di una particella immersa in un potenziale generico in termini di funzione d’onda ¥ (&, )
ad essa associata, ¢* (&, 1)y (&, t)d>x si interpreta come la probabilita di trovare la parti-
cella all’istante t nel volumetto d3z intorno al punto definito dal vettore posizione &; di
conseguenza la probabilita di trovare la particella in una regione di spazio 7 sara

P~ [v@u@ds. (1.2)

In quanto ampiezze di probabilita, le funzioni d’onda dovranno essere normalizzate nel
senso del prodotto scalare definito sullo spazio di Hilbert; supponendo che suddetto spazio
sia L2(R3), si pone

/[Rs V() (2)d3ZE = 1. (1.3)

Per un corollario del teorema spettrale, autostati v, associati ad autovalori a,, diversi sono
ortogonali, inoltre essi sono normalizzabili per cui, ponendo

[ vr@u@as =sn vk
[R<

(e cioé facendo il prodotto scalare nello spazio di Hilbert tra autovettori), si ottiene un set
{¢n} di autovettori ortonormali. Osserviamo che gli indici n e k sono interi se lo spettro
é discreto, reali se lo spettro é continuo, in ogni caso vale la condizione di normalizzazione
riportata sopra. L’esigenza di normalizzare gli stati é stata gia parzialmente esplicitata,
tuttavia faremo un’altra osservazione e cioé che i vettori 1, e c¢- 1, rappresentano lo stesso
raggio nello spazio di Hilbert H, di conseguenza anche lo stesso stato.

Dunque {1} & un set di generatori di vettori nello spazio H (poiché linearmente indi-
pendenti), si puo dimostrare che ¢ anche un set massimale e cio¢ una base dello spazio di
Hilbert, di conseguenza uno stato generico puo essere decomposto lungo i vettori di questa
base. Se si vogliono misurare due osservabili A e B & necessario valutare il commutatore
tra gli operatori Ae B, se infatti questo & nullo allora ’ordine cronologico con cui si mi-
surano le due grandezze fisiche ¢ irrilevante, gli operatori hanno una base ortonormale di
autovettori in comune e si dicono compatibili.

Un set di operatori autoaggiunti associati ad osservabili fisiche definisce un set completo
di osservabili se & un set massimale di operatori che commutano tra loro, e cioé qualunque
altro operatore che commuta con essi é una funzione degli operatori del set. Va da sé che
gli operatori di questo insieme, in quanto compatibili, hanno tutti una base di autovettori
in comune; se si misurano tutte le osservabili del set si otterra una serie di autovalori e
la funzione d’onda collassera in un autostato comune a tutti gli operatori associati. Una
misura successiva di un’osservabile del set, o associata ad un operatore compatibile con
quelli che definiscono il set, lascia lo stato del sistema invariato.

2Si fa riferimento all’articolo pubblicato sulla rivista Zeitschrift fiir Physik [4].
3Se operatore ¢ ’hamiltoniano H I’equazione associata ¢ I’equazione di Schrodinger, essa contiene tutta
la dinamica del sistema.



Dunque, alla luce di quanto detto, supponiamo di voler effettuare la misura dell’osservabile
A su un sistema quantistico, individuiamo percio un set completo di osservabili che includa
A ed effettuiamo la misura di tutte le osservabili del set. Possiamo scrivere la funzione
d’onda relativa al sistema come combinazione lineare degli autostati della base associata
all’operatore /1; per semplicita valuteremo solo il caso di spettro discreto consapevoli che
tutte le conclusioni che troveremo si estendono al caso di spettro continuo sostituendo le
somme discrete con integrali. Si ha?

=" cxip (1.4)
K

I possibili esiti della misura saranno gli autovalori di A mentre la funzione d’onda collassera
in un autostato di A (cfr. equazione (1.1))

Ay = ch Ay, = ch ag Y. (1.5)
% 3

La probabilita di misurare a, € la probabilita che la funzione d’onda collassi nell’autostato
associato 1, e cioé:

2 2
2
- o\ 13 = - o\ 13 = 2
P=|[u@v@ea] - | [ S avi@un@ds| =S asu =laP (10)
k k
The Copenhagen Interpretation:
4 4
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Figura 1.1: Rappresentazione grafica del collasso di una funzione d’onda in un autostato
della posizione dopo la misura dell’osservabile.

Nel caso in cui non si effettui la misura di un set completo di osservabili, in gene-
rale la funzione d’onda collassa in una combinazione lineare di autostati della base del
set e cioé 'autovalore misurato sara degenere: supponiamo di aver scelto come set com-
pleto {A, Xy, Xo, X3, ..., Xy}, etichettiamo gli stati della base con k (associato a fl) e
ni,ng, ng,...,ny (associati alle altre grandezze X1, Xo, X3, ...Xn che compongono il set
completo), si ha

4Nel caso di spettro continuo si ha
o= [ ckpwian

con k parametro reale continuo.
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Y= Z ag C.7i Yk,
kit

con i = (ng,n2,n3,...,ny) ¢ {17z} base ortonormale di autovettori relativa al set
completo scelto. La probabilitd Pg« di misurare I’autovalore ag~ sara

Pk*zz/wz*,a&) (@) da| Z|ck*n| vk € Z,

ove all’autovalore ag+ sono associati pitl autovettori {wk*ﬁ}.5

Come gia accennato, nel caso in cui 'operatore A sia I'operatore hamiltoniano H, I’equa-
zione agli autovalori sara I’equazione di Schrédinger

N 0 -

Finora abbiamo valutato funzioni d’onda per un ben definito istante di tempo (chiamiamolo
tg), ora ricaveremo ’evoluto temporale di v: la linearita dell’equazione di Schrédinger sug-
gerisce che ¥(&,t) dipenda linearmente da (&, ty) percio possiamo introdurre ’operatore
di evoluzione temporale U (t, tg) :

W(F,t) = Ul(t, to)y (&, t0). (1.8)

Se (&, tg) risolve 'equazione di Schrédinger all’istante ¢y, l'evoluto temporale dovra con-
servare la norma e dovrd essere ancora soluzione dell’equazione di Schrodinger, dunque
supponendo che ’hamiltoniana non dipenda esplicitamente dal tempo, si ha

R L B B B
Hy(Z,t) = zh 1/1( t) = HU(t, to)v(Z,ty) = [zhatU(t to)] Y(&, to)
A ) a N N L H(t—ty) A
HU(t,to) = ZhEU(t’ t()) = U(t,to) =e ' R U(to,to). (19)
Tuttavia U(to,to)w(to) = 19(tp), quindi si ha
Ut to) =72, (1.10)
Ponendo tyg = 0 si ha B
Ult)=e n. (1.11)

E’ importante osservare che se I’hamiltoniana fosse dipesa esplicitamente dal tempo avrem-
mo avuto un’espressione del genere

HU(t) = iho-U(t). (1.12)

Integrare entrambi i membri nella variabile temporale non é banale come nel caso prece-
dente, ma bisogna tener conto di come ’hamiltoniana dipende dal tempo.

5Se gli stati sono normalizzati, automaticamente si ha :

1 —/WJ )| dd Z/c W (B)m, 53') T Zcflcm(;n,m :Z\cn|2.
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Tornando al caso indipendente dal tempo, scelto tg = 0, possiamo alleggerire la scrittu-
ra sostituendo a U(t,0), U(t) e a ¥(0), tg; scrivendo 1y come combinazione lineare di

~

autostati della base di H, {¢,}, si ha

w(t) = U(t)¢0 = chU(t)wn = che_%wn = che_mhnt U (1.13)

Ogni autostato della combinazione lineare & associato ad un fattore di fase, e cioé nel tempo
i singoli autostati restano invariati a meno di un fattore di fase, mentre funzioni d’onda
generiche cambiano forma.

Il valor medio dell’osservabile A associata all’operatore autoaggiunto A per un sistema
rappresentato da una funzione d’onda (%, t) appartenente allo spazio di Hilbert L£o(R?) &
definito cosi

(A = | *(& t)Ay(&, t)d>E. (1.14)

1.1 Notazione di Dirac

6 Al fine di definire 'operatore densita, le sue caratteristiche e applicazioni, ¢ utile intro-
durre cio che é noto come Notazione Bra-ket; questa notazione fu introdotta da Dirac nel
1939 come tentativo di rendere la scrittura delle equazioni e formule in meccanica quanti-
stica piti semplice e snella.

Supponiamo di avere un sistema fisico che si trova nell” n-esimo autostato di un operatore
autoaggiunto /1, Dirac associa all’autostato etichettato con n il ket |n), i "ket" sono dunque
dei simboli che rappresentano in maniera compatta gli stati di un sistema fisico.
Elenchiamo di seguito alcune proprieta dei ket:

e La somma di ket & a sua volta un ket :

ja) +[b) = o),

e [l prodotto di un ket per uno scalare c restituisce un ket con uguale direzione, in
altre parole é lo stesso raggio nello spazio di Hilbert

cla)y = la) c.
Se ¢ & nullo, il ket risultante ¢ nullo.

e Se |a’) & un autovettore della base {|a)} associata all’ operatore A, relativo all’auto-
valore a’, si ha

Aldy =d'|d'). (1.15)

Se lo stato ¢ autostato di un set di osservabili che commutano {4, B, C, ..} allora il
ket di stato per coerenza si scrive come |a,b,c,...) = |k), ove (a,b,c...) costituisce
il vettore E, e cioé la collezione degli autovalori del set di osservabili scelto. E’ il
caso degli autostati associati all’atomo idrogenoide quando, ad esempio, si considera
come set completo di osservabili {ﬁ, I:z,ﬁz}, in questo caso i ket della base sono

{In,l,m)}.

®T testi di riferimento utilizzati per questa sezione sono [6], [5] e |7].
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e Lo stato del sistema 1, che é una combinazione lineare di autovettori di una base
associata all’operatore A, si puo scrivere in termini di ket come

) = cala), (1.16)

ove {|a)} sono gli autovettori della base dell’operatore A. In questo caso si ha

Alp) =Y cadla) =) caala), (1.17)

Abbiamo detto che lo spazio in cui sono definiti i ket & uno spazio vettoriale, i bra invece
sono definiti su uno spazio vettoriale che & il duale dello spazio dei ket, e cioé ad ogni
vettore |a) nello spazio vettoriale dei ket ¢ associato un vettore nello spazio duale, (al. Si
ha

c1 |a) + co |b) — ¢ {a| + ¢ (b| .

Va da sé che se {|n)} & una base di autovettori nello spazio dei ket, {(n|} & la corrispondente
base nello spazio duale, tutte le proprieta enunciate per i ket varranno ugualmente nello
spazio duale dunque

{a] + (0] = {c, (1.18)
c{al = {(al c. (1.19)

Definiamo il prodotto scalare tra il bra (| e il ket |¢)

(1) - (19)) = (¥[¢). (1.20)
Per esso dovranno essere soddisfatte le seguenti richieste *
(¥[8) = (dl¥)", (1.22)
() =0, (1.23)
(YY) =0 < [¢) =0. (1.24)
Due ket |a) |b) si dicono ortogonali se®
(a|b) = 0. (1.25)

Il prodotto scalare definisce la norma dei ket: se prendiamo in considerazione il ket |a), la
norma ad esso associata sard /(a|a). La normalizzazione del ket si ottiene ponendo

"Supponendo che 1) e ¢ siano definiti sullo spazio di Hilbert Eg([R3), e utilizzando la relazione di
completezza per la base dello spazio [, |Z) (€| d®% =1, si ha

W) = Wlale) = [ wia@le d's = [ v @o@)'s (121)

®Dalla (1.22) deriva che
(bla) = 0.
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infatti

(a’|a’):< =1

Abbiamo gia mostrato che un operatore che agisce su un ket restituisce un ket (cfr. eq.
(1.16), (1.18)), ci chiediamo come un operatore agisca su un bra: se X |a), I'azione dell’o-
peratore sul bra si scrivera formalmente come (a| X. L’azione di X sul bra (a| restituisce
ancora un bra, tuttavia in generale (a| X non ¢ il duale di X |a), infatti il duale di X |a)
sara

X |a) — (a| XT. (1.26)

Nel caso in cui X sia autoaggiunto (come accade nel caso in cui 'operatore ¢ associato ad
un’osservabile fisica) si ha che (a| XT = (a| X e cioe (a| X sara il duale di X |a). Tl prodotto
scalare é chiamato anche "prodotto interno", si puod definire anche un prodotto esterno tra
un ket |a) e un bra (b|

(la)) - ((O]) = |a) (0] - (1.27)

Il prodotto esterno gode di proprieta associativa, e cioé dato un terzo ket |c)

(la) (bl) [¢) = la) ({b] ));

é evidente che il prodotto esterno non restituisce uno scalare, ma é un operatore che agisce
sul ket |¢) restituendo un ket parallelo a |a).

A partire dal prodotto esterno possiamo introdurre I'operatore di proiezione: supponiamo
di avere una base ortonormale di autoket {|n)}, 'operatore

ottenuto come il prodotto esterno tra |k) e (m|, proietta il ket di stato |¢)) su cui agisce,
sull’autoket |k) della base associandogli lo scalare (m| ). E’ particolarmente interessante
il caso in cui m =k, si avra

Py = [n) (nl, (1.29)
Po W) = [n) (n] ), (1.30)

e cioé P, agisce sul ket di stato [ restituendo la sua proiezione (vettore) sul ket di base
|n). In generale si pud sempre decomporre lo stato 1 su una base ortonormale di autovettori
dello spazio di Hilbert sul quale é definito, di conseguenza si ha

=S ) l) =Y euln). o= (nlv). (1.31)

Facendo il prodotto scalare di entrambi i membri con (k| si ricava la proiezione® dello stato
rappresentato dal ket |¢) sul k-esimo autovettore della base

(BlY) = cnbpp = cx, (1.32)
percio si ha

W)= enln) = (n|¢)|n) = Zm (n|y) = Z( (n|)|y) = ZPW (1.33)

n n

9A rigore la proiezione di un vettore |¢)) su un autovettore |k) ¢ anch’esso un vettore parallelo a |k),
in questo caso stiamo considerando solo la componente della proiezione, lungo il vettore su cui si sta
proiettando.
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ove si & usata la proprietd associativa e gli operatori B, sono gli operatori di proiezione
sugli autovettori della base ortonormale. Dalla relazione ottenuta si ottiene banalmente la
relazione di completezza.'”

> B=> In)(n|=1. (1.34)

In quanto proiettori sui ket della base ortonormale {|k)}, per gli operatori {P;} vale la
seguente relazione

PP, = 6pmPy.

Dimostrazione. P,me = [n) (n|m) (m| = bnm [n) (m].
Se n # m, allora P,P,, =0, se invece n = m si ha che P, P,, = |[n) (n| = P,. a

Dunque
P2=P, VnelZ. (1.35)

A partire dalla definizione dei proiettori mostreremo come scrivere qualsiasi operatore in
termini del prodotto esterno tra bra e ket, e dunque introducendo la rappresentazione
matriciale degli operatori. Supponiamo di avere un operatore X e due basi di autovettori
{la)}{|b)}, alla luce di quanto ricavato per gli operatori di proiezione possiamo scrivere

=1X1 Z|a (a] X |b) (0] . (1.36)

Se le due basi sono di dimensione N, la sommatoria sara composta di N? addendi che
possiamo riordinare un una matrice:

(@] X |b1) (a1| X |b2) (a1] X [b3)
(a2 X [b1) (a2 X |b2) (az| X [b3)

In questa rappresentazione si possono riscrivere gli operatori, i vettori e le operazioni tra
essi, infatti supponendo di avere due operatori X Y e tre basi di dimensione N {|a)} {|b)}
{|e)}, Voperatore XY si scrivera

XY_]lX]lY]l_ZZZ]a al X |¢) (c| Y |b) (b]. (1.37)

Riordinando gli addendi come elementi di matrice ritroviamo che l'operatore XY ¢ il
prodotto tra le matrici relative a X e Y. Un vettore [¢) rappresentato rispetto alla base

10Questa puod essere scritta per qualsiasi base dello spazio di Hilbert, percid nel caso in cui tale base sia
quella associata all’operatore posizione {|x)}, si ha
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{|a)} di dimensione N, secondo la (1.31), ¢ associato ad una matrice N x 1:

(a1] )
(az| )
an (as|¥)
wy="Y_ la){aly) — | . (1.38)
Viceversa per i bra si ha
W= Y Wla)a = (Wla) @lag) ... )= {a|e)" (agle)* .. ). (1.39)

Il prodotto scalare tra bra e ket diventa quindi un prodotto tra due matrici, la prima 1 x N
(bra) e la seconda N X 1, il risultato & quindi uno scalare

<G1|¢>
(a2\¢>
ay (as] 6)
W)= > (Wla)(al¢) = ((ar|)* (al¥)* (aslv)* .. )| .

Mentre il prodotto esterno in rappresentazione matriciale sara

anN anN

W) (@l= D ladlaly) D (dla)(al =

a=aji,as,.. a=a1,a2,..

(] )P lar) (ar]¥)(dlaz) (ar|P)(¢]as)
(az| ) {(Plar) (az|¥)(dlaz) (as|P)(¢]as)

Supponiamo ora di avere un operatore autoaggiunto A e la base di autovettori associata
{]a)}, la rappresentazione matriciale in questo caso & particolarmente semplice poiche

A=l (@l Ala") @] = 3 |d) 0" [burar = 3 Ja) (@] (1.40)

Scelta una base di autovettori dell’operatore, quindi, la matrice associata & diagonale, si
dice percio che A ¢ diagonale sulla base i autovettori {|a)}.
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1.2 Definizione e Proprieta di p

HSupponiamo di avere un sistema rappresentato dal ket di stato 1), definiamo la matrice
densita come

p= ) (. (L41)

Indicheremo 'operatore p come matrice densitd o equivalentemente come operatore densita,
osserviamo infatti che se il sistema si trova in un autostato |n), p diventa banalmente
I'operatore di proiezione sull’autostato; la definizione matriciale invece risulta piu chiara
quando andiamo a selezionare gli elementi di matrice nella base {|k)}

prm = (nf plm) = (n| ) (¢ [m) . (1.42)

Definiamo traccia la somma degli elementi sulla diagonale della matrice, per selezionare gli
elementi di matrice necessitiamo di una base di vettori per il sistema, la scelta della base
¢ irrilevante in quanto dimostreremo che la definizione di traccia non dipendente da tale
scelta. Dunque, selezionata una base arbitraria, la traccia dell’operatore densita é

Tr(p) =Y _(nlpln). (1.43)

Finora abbiamo trattato sistemi che si trovano in un autostato della base relativa ad un
set completo di osservabili, oppure in una combinazione lineare di autostati della base
associata al set (sovrapposizione coerente di autostati), questi vengono detti stati puri.
Tutti risultati che ricaveremo in questo capitolo sono relativi a stati puri. Detto cio,
cominciamo ad enunciare alcune proprietd dell’operatore densita:

e p & hermitiano

Dimostrazione. per la definizione di XT l'aggiunto p' si ottiene banalmente scam-

biando bra e ket, dunque & evidente che p = |¢) (1| = p! O
e p=p’
Dimostrazione. p* = [¢) ($|y) (] = [¢) -1+ (| = p. O
o Tr(p) =1
Dimostrazione.
Tr(p) = Tr(p1) = Y (n|)(@[Lln) = > (@[1|n) (n|v),

Y In) (nlg) = [¥) = Tr(p) = (Yly) = 1

e La traccia dell’operatore X non dipende dalla base scelta

1T testi utilizzati per questa sezione sono |5],[9].
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Dimostrazione. Supponiamo di avere due basi |n) e |m)

TrX = 3 (nl X bn) = 32 0l 1K) = 303 (nfm) (] X ) =
_ZZ (m| X |n) (n|m) = (m| X1 |m) = (m| X |m).

m m

o Tr(p) = Tr(p?).

Dimostrazione. Deriva banalmente dai risultati precedenti.

E’ importante sottolineare che abbiamo introdotto la matrice densita in senso operatoriale

p=v) (],

ma, scelta una base dello spazio di Hilbert {|n)}, é possibile ottenere un’ intepretazione
matriciale di p: gli elementi di matrice saranno definiti dalla particolare base scelta, cosi
come si evince dalla (1.51), mentre si & dimostrato che la traccia della matrice non dipendera
dalla scelta della base. Se il sistema é rappresentato all’istante di tempo ¢ dal ket di stato
|1(t)), quest’ultimo risolvera 'equazione di Schrodinger

0
Hp(t) = iho, [U(2)) - (1.44)
Valutiamo l'equazione di Schrédinger e il suo aggiunto
H) = Zﬁ 2 1v)
8
di conseguenza si ha
9 _ |9 9 _ [+ 1) [i (DI H] _ilp, H]
50 = g0 ) = [ 19| i+ 1) 3 | - - SRLLA
Abbiamo ottenuto cosi I’equazione di Von Neumann
0
[#, p] = ifig . (1.45)

e cioé 'equivalente dell’equazione di Liouville in meccanica quantistica; essa descrive 1’e-
voluzione temporale della matrice densitd nella Rappresentazione di Schrodinger.
Risolvere 'equazione di Von Neumann permette di conoscere 'operatore densita; nel caso
semplice di sistemi in equilibrio lo stato resta invariato nel tempo percioé dall’equazione di
Von Neumann deriva che il commutatore [p,| ¢ nullo. In altre parole I'operatore hamil-
toniano e 'operatore densitd hanno una base di autovettori in comune, cio, nell’approccio
matriciale, implica che la base ortonormale di autostati dell’hamiltoniana diagonalizza la
matrice densita.

Nella Rappresentazione di Heisenberg 1’evoluzione temporale del ket di stato |¢(tp)) €

[%(2)) = U(t, o) [9(t0)) ,

dunque 'evoluzione temporale dell’operatore densita sara

p(t) = ¥ (1)) (W (1) = U(t,to) [1(t0)) (¥(to)| UT (¢, t0), (1.46)

dove
H(t—tg)

Ult,tg) =e" &
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1.3 Significato degli Elementi di Matrice di p

12Supponiamo di avere un sistema in uno stato puro, sovrapposizione coerente degli au-
tovettori della base {|k)} di un operatore A; gli elementi della matrice densita associata,
scelta questa base di autovettori, saranno:

prm = (n[)(P|m).
Se |[¢) = ch |k), si ha
k

%
pn,m = Cm Cp-

Gli elementi sulla diagonale vanno sotto il nome di popolazioni mentre quelli fuori diagonale
saranno le occorrenze; ¢ evidente dall’espressione di py, ,, che le popolazioni rappresentano
le probabilita di trovare il sistema in un autostato dell’operatore A e sono percio definiti
positivi

Pnn = |Cn’2 >0,

di conseguenza la traccia della matrice sara in generale definita positiva

Tr(p) = 3 leul? > 0.

n

Nel nostro caso, lo stato del sistema ¢ combinazione lineare di autovettori della base di fl,
percio

Tr(p) = 3 lenf? = 1.

Dunque la matrice densitd contiene tutta la fisica del sistema, I’elemento p, , sulla diago-
nale sara la probabilita di trovare il sistema nello stato puro |n). A partire da p ¢ possibile
ricavare tutte le informazioni sul sistema fisico in esame: supponiamo di voler valutare il
valor medio della misura di un’osservabile A sul sistema descritto da una funzione d’onda
1, si ha

(A= @O AD@) = WO A[P@) 1= @) Alp@)) W) 9(t) =
= W[ Ap[p(t)) = Tr(Ap) = Tr(pA).  (1.47)

Inoltre nel caso di sistemi preparati in uno stato puro si ha p = p?, ne deriva
(A)y = Tr(Ap) = Tr(Ap*) = Tr(p*A) = Tr(pA). (1.48)

Nel prossimo capitolo valuteremo queste stesse relazioni nel caso miscele statistiche, le cui
funzioni d’onda sono sovrapposizione incoerenti di stati puri; ricaveremo percid espressioni
analoghe piu generali che si possono, nel caso particolare che abbiamo trattato finora,
ricondurre a quelle gia ottenute nei paragrafi precedenti. Riportiamo di seguito un esempio
di sistema in sovrapposizione coerente di stati, ricaveremo tutte le informazioni sul sistema
fisico non risolvendo 'equazione di Schrédinger ma utilizzando la matrice densita.
Supponiamo di avere un fermione con spin orientato in una direzione qualsiasi dello spazio,
lo stato di questo sistema si pud rappresentare in via del tutto generale come un vettore
della sfera di Bloch (figura 1.2).

12Tn questa sezione si sono utilizzati i testi |5] e |9].
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Figura 1.2: Sfera di Bloch: i semiassi z positivo e negativo sono associati rispettivamente
agli autostati 1) (up) e |}) (down) dell’operatore di spin S, mentre i semiassi z e y sono
associati agli autostati degli operatori di spin S; e Sy.

Ricordiamo che, definiti gli operatori di spin lungo tre direzioni ortogonali e indicati con
), [4) gli autovettori della basi associate ad essi, si ha:

~

h . h
Selt=g e Sl =5 1.

N h ~ h

S|, = 5 Mer Szld)y= 3 s (1.49)
A h ~ h

Sy |T>y = 5 |T>y’ Sy |\L>y = _5 H’)y .

Note queste relazioni tra autostati di operatori di spin diversi e l'orientazione lungo assi
ortogonali, si pud introdurre la sfera di Bloch, e cioé una sfera di raggio unitario con
assi ortogonali definiti dagli stati di spin elencati sopra. Su questa sfera, l'espressione piu
generale di uno stato di un sistema con spin % é

) = cos%e_ig I + sen%eig ) (1.50)

Scelto come set di operatori che commutano {$?,5.}, la base associata ¢ {|s,s.)},
dunque la matrice densita relativa al sistema é

2a a a,—if
co8*5 cosgsenge
p= . (1.51)
a a i 2a
cosg senge sen”g

La traccia della matrice é evidentemente unitaria, i singoli elementi sulla diagonale sono le
probabilita di trovare il fermione con spin lungo l'asse z, [1) (up) o |}) (down). Osserviamo
che

(8.) = (Y| 8. ) = g 0032% - senzg] = gcosa, (1.52)
dunque la differenza degli elementi sulla diagonale restituisce il valor medio della compo-
nente di spin lungo I’asse z a meno di un fattore moltiplicativo costante (%), d’altra parte

per le occorrenze si ha

1 S
lp12| + |p2.1] = senscoss = = sena = (5201 (1.53)

2 2 2 R
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dove (S ) ¢ il valor medio della componente di spin ortogonale all’asse z.

Abbiamo cosi mostrato, trattando il caso semplice di una particella a spin semintero, che la
matrice densitd contiene tutta la fisica del sistema al quale & associata e percio pud essere
considerata lo strumento fondamentale di un nuovo approccio allo studio di sistemi fisici
in meccanica quantistica, sostituendo a tutti gli effetti quello operatoriale finora utilizzato.



Capitolo 2

Oltre '’Equazione di Schrodinger

13Finora abbiamo trattato stati di sistemi fisici associati ad autostati di un’osservabile del
set completo scelto, oppure in una combinazione lineare di questi (sovrapposizione coerente
di autostati). Questi stati vengono detti stati puri, pin precisamente uno stato & puro
se esiste un esperimento che ha esito esattamente determinato, prevedibile con certezza.
Cio significa che, in linea di principio, ripetendo lo stesso esperimento N volte sul siste-
ma, lesito dell’esperimento (e quindi della misura di un’osservabile) sara sempre lo stesso.
Tale esperimento in questo caso viene detto completo poiché caratterizza completamente
lo stato del sistema rispetto all’osservabile che viene misurata, fornendo cosi la massima
informazione sullo stato del sistema rispetto a quell’osservabile. In generale non tutte le
variabili che caratterizzano lo stato del sistema fisico vengono determinate nell’ambito di
un esperimento completo, ma si ricava la massima informazione sul sistema solo rispetto
ad una o alcune osservabili (ad esempio un fascio di fermioni in uscita da un apparato
di tipo Stern-Gerlach sara in uno stato puro dello spin, in particolare di una componente
dello spin, quindi avremo la massima informazione rispetto a quell’osservabile ma cidé non
sara vero per un’altra osservabile, come per esempio il momento cinetico, o il momento
angolare).

E’ necessario a questo punto specificare cosa significa "massima informazione" sul siste-
ma in meccanica quantistica: come & noto, in meccanica classica, ottenere la massima
informazione su un sistema (supponiamo si tratti di un corpo schematizzabile come punto
materiale) vuol dire misurarne posizione e velocita e cio ¢ in linea di principio sempre
possibile, tuttavia nel caso in cui il sistema sia costituito da molti corpi (~ 10?3) non si
possono conoscere posizione e momento cinetico di ogni particella, dunque non si avra la
magsima informazione sul sistema, ma con metodi statistici si potranno ricavare i valori
medi (Z) e (p)’

In meccanica quantistica, quando si vuole effettuare una misura sul sistema, sorge il pro-
blema di scegliere un set completo di osservabili (che ricordiamo essere associato ad un set
massimale di operatori hermitiani che commutano tra loro), poiché in generale non ¢ possi-
bile misurare simultaneamente qualsiasi coppia di osservabili con precisione arbitraria. Le
osservabili di questo set potranno essere misurate simultaneamente (poiché gli operatori
commutano), in particolare esiste una base di autovettori che diagonalizza simultaneamen-
te tutti gli operatori del set completo, e gli autovalori associati agli autovettori saranno gli
esiti possibili di una misura. Quindi in meccanica quantistica, la massima informazione
di un sistema rispetto ad un’osservabile A si ha quando il sistema ¢ in un autostato |a)
dell’operatore A associato all’osservabile, cio infatti implica che eseguendo misure succes-
sive di A, l'esito & determinato e corrisponde all’autovalore a associato allo stato puro |a).

137 testi di riferimento utilizzati per questa sezione sono 8] e 9.

21
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Osserviamo che utilizzando I'approccio operatoriale e quindi sostanzialmente 1’equazione
di Schrédinger é possibile studiare sistemi che si trovino in uno stato puro, dunque in un
autostato di qualche osservabile oppure in una sovrapposizione coerente di essi. E’ evidente
che non tutti i sistemi si presentano in uno stato puro, in generale se non lo si prepara in
tal modo il sistema si trovera in uno stato a cui diamo il nome di miscela statistica.
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2.1 Stati Puri e Miscele Statistiche

14Uno stato puro si puod definire tramite 1’esperimento completo oppure rispetto all’ope-
ratore associato, se tale esperimento ammette pitl stati puri'® conviene esprimere lo stato
puro come una combinazione lineare di autostati associati agli altri operatori del set com-
pleto scelto. In questo caso si parla di sovrapposizione coerente di stati.

Come preparare un sistema in uno stato puro?

E’ necessario allestire un esperimento il cui esito sia uno o pit stati puri cosicché ripetendo
lo stesso esperimento, lo stato del sistema e ’esito della misura restino invariati. Riportia-
mo di seguito due esempi:

si pensi ad un fascio di luce non polarizzata che viene fatto passare attraverso un prisma

di Nicol (figura 2.1)

Figura 2.1: Descrizione grafica di un fascio di luce non polarizzata che incide su un prisma
di Nicol; esso ¢ costituito da due cristalli di calcite (birifrangente) legati da uno strato di
balsamo di Canada, il fascio si divide nel cristallo birifrangente in due raggi (uno ordinario
e laltro straordinario) associati a polarizzazioni diverse; l'interfaccia tra cristalli fa si che
il fascio straordinario venga rifratto, quello ordinario riflesso per riflessione totale; dunque
in uscita, si ha solo luce polarizzata.

Il fascio in uscita, sottoposto allo stesso apparato sperimentale, conserverd la polariz-

zazione, tale esito & prevedibile con certezza (P = 1) poiché il sistema & ormai in uno stato
puro della polarizzazione, infatti filtrando nuovamente il fascio polarizzato attraverso il pri-
sma, esso rimarra identico, inoltre fasci indipendenti ottenuti attraverso questa procedura
hanno la stessa risposta quando filtrati attraverso qualsiasi altro polarizzatore (analizza-
tore).
Analogamente, un fascio di elettroni viene studiato in un apparato Stern-Gerlach (figura
2.2); in uscita si avranno due fasci di elettroni caratterizzati da una determinato valore
della componente dello spin (tipicamente S,) che rimarra invariato se, selezionato uno dei
fasci in uscita, esso verra sottoposto ad un altro Stern-Gerlach orientato come il primo.

YPer questa sezione sono stati utilizzati come testi di riferimento [5], [8], [9] e [10].

!5 Avviene, ad esempio, nel caso della misura dell’energia di un elettrone in un atomo idrogenoide; scelto
il set completo di osservabili {H,L? L.} il sistema che si trova in uno stato puro dell’energia |n) sara
associato a pit stati puri del momento angolare orbitale e della sua componente lungo ’asse z, percio lo
stato puro |n) del sistema per l’energia sara una combinazione lineare di autostati degli altri operatori che
compongono il set completo

n l
‘e"> = Z Z Cl,m \ml,m) .

=0 m=—1
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Figura 2.2: Fascio di atomi di argento che attraversa un apparato Stern-Gerlach

Nel caso in cui il sistema sia composto da sottosistemi (come nei sistemi a molti corpi),
a meno che non si prepari questi sottosistemi in uno stato puro, non si ha la massima
informazione sul sistema e percio si parla di miscela statistica. Sistemi di questo tipo sono
caratterizzati da due contributi probabilistici:

e la probabilita che la funzione d’onda collassi in un determinato stato puro.
Questo contributo non é legato ad una mancanza di informazione sul sistema, ma
all’aspetto intrinsecamente probabilistico della meccanica quantistica;

e la probabilita di trovare un sottosistema in un determinato stato puro.
Questo tipo di contributo é di tipo "statistico" e cioé & legato al fatto che lo spe-
rimentatore ha un’informazione incompleta sul sistema per cui deve introdurre un
peso legato ad ogni stato puro della miscela (che dipendera ad esempio da quanti
sottosistemi si trovano in un determinato stato puro della miscela).

Si pensi ad un fascio di elettroni, se questo ¢ ottenuto da un esperimento di tipo Stern-
Gerlach allora tutte le particelle del fascio saranno in uno dei due stati puri |1), o []),; se
perd il fascio non é stato preparato in nessun stato puro (diremo che non ¢ polarizzato), in
generale lo sperimentatore non conoscera lo spin S, di ogni singolo elettrone (informazione
incompleta). Tuttavia in assenza di campi magnetici esterni si puo supporre che gli stati
puri 1), e |]), si presentino in ugual misura per cui ognuno avra un peso nella miscela
statistica pari a % Dunque indicheremo con w; e ws 1 pesi associati agli autostati dello
spin S,, e cioé la frazione di elettroni per stato, essi rappresentano la probabilitd che un
elettrone del fascio non polarizzato si trovi in un autostato di S’Z; si tratta dunque di
un contributo di tipo statistico dovuto ad una informazione incompleta sul sistema, lo
sperimentatore infatti non conosce lo stato dei singoli elettroni (poiche il fascio non ¢ stato
filtrato attraverso un SG), di conseguenza puo solo valutare la probabilita che gli elettroni
del fascio abbiano s, = % oppure s, = —%. E’ evidente che, essendo wi e wy le popolazioni
relative (frazione di elettroni rappresentati rispettivamente da [1), e [|),) si ha che

w1 +wy = 1. (2.1)

E’ importante sottilineare che i coefficienti ¢; relativi alla proiezione dello stato su una
base di autovettori e i pesi w; hanno significati completamente diversi e che percid non
vanno confusi, il primo ¢ legato all’aspetto intrinsecamente probabilistico della meccanica
quantistica (collasso della funzione d’onda), il secondo & dovuto all’incompletezza dell’
informazione sul sistema, per questo motivo non & corretto scrivere il ket di stato del
fascio di elettroni non polarizzato come

[V) = w1 |1), +wall), .
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Questa espressione infatti ha la stessa forma del ket di stato di un fascio di elettroni in
uscita da un apparato di tipo Stern-Gerlach

[V) =ci1[t) +call), (2.2)

tuttavia i coefficienti della combinazione lineare ¢1 e ¢ sono dei numeri complessi: mentre il
loro modulo quadro restituisce la probabilita che lo stato collassi in uno dei due autostati
di S, essi contengono fattori di fase associati a 1), e [), (cfr. eqq. (1.50) — (1.53))
e quindi informazioni sulla componente dello spin sul piano xy. In altre parole non é
possibile scrivere il ket di stato relativo ad una miscela statistica, di conseguenza non €
possibile utilizzare ’approccio operatoriale per studiare questi sistemi.

Vediamo ora come é fatta la matrice densita relativa ad una miscela statistica. Per stati
puri abbiamo trovato che il valor medio di un’osservabile A &

(A) = (W[ A) = |cal?a, (2.3)

a

dove {|a)} & la base ortonormale di autoket di A. Nel caso di miscele statistiche si ha
che il sistema puo trovarsi con probabilitd w; in uno stato rappresentato dal ket |a;),
tuttavia questi ket non sono ortonormali tra loro, in generale saranno combinazioni lineari
di autostati di un certo operatore A:

o) = €asi la). (2.4)

Quindi il valor medio dell’osservabile A per una miscela statistica cosi fatta sara

= Zwi (il A lag) = Zwi acqi{aila) = Z w; aczlyi Ca,ibaa = Zwi a |ca7i|2.
7 a,t a,t

a,a’ i
(2.5)
Osserviamo che, date due basi ortonormali {|b')} e {|b”)}, si ha

:Zwi Oéi|A|Oéi = Zwi Ozi’]lA]l’()di>:
=) ) wi (ai] V) b’\ A" (b |oy) ZZwl " o) (| ) (V] A |b") =

b Vi
=) 0D V] wi foa) (] ) B A ) = > [Zwi!aiﬂai APy, (26)
vy b i

La relazione ottenuta suggerisce di definire la matrice densita per le miscele statistiche
come segue

p= Z w; |ag) (e - (2.7)

A partire da questa definizione per miscele statistiche (o sovrapposizioni incoerenti di
stati), & possibile affermare che in generale le matrici densita associate a sovrapposizioni
coerenti di autostati di un certo operatore A non sono diagonali (poiché in generale i termini
Pnm = € ¢ associati ad autostati ortonormali sono non nulli) mentre quelle associate a
miscele statistiche sono evidentemente diagonali (se ricavate rispetto alla base {|a;)}).

Sostituendo la (2.7) nella (2.6) e ricordando la definizione di traccia (cfr. eq. (1.43)) si ha

(Ay =Tr(pA) =Tr(Ap).
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Selezionata una base ortonormale di autoket {|k)} associati ad un’operatore'® X, valutiamo
gli elementi della matrice densita py, p,:

m= sz(n |oi;) (il m) = Z wj ¢, ; cki{n |h) (k| m) =

ik,h

= Z w; C;‘LJ- Ck,iOn hOkm = Zwi Cv*w' Cmi- (2.8)
i

ik,h

Particolarmente interessante & il caso n = m

Pnn = Z w; ‘Cn,i|2- (29)
A

Questo elemento rappresenta la probabilitad di misurare ’autovalore di X associato a In),
ovvero la probabilitd che il sistema si trovi nell’ n-esimo autoket della base scelta, infatti
w; & la probabilita che il sistema sia nello stato associato al ket |a;) e |c,|? & la probabilita
che questo collassi in |n).

Di seguito enunciamo le proprietd principali della matrice densita

e Osserviamo che, anche per le miscele statistiche, p & un operatore hermitiano, inoltre
la forma del valor medio delle osservabili rimane invariata,

e Tr(p)=1.

Dimostrazione.

Tr(p) =) Hlplt) = sz (V| i) (i [b') = sz (o [b) (| o) =
b/ ; .
= Zwi(ai]ai> = Zwi = 1. (2.10)

O
o PP #p
Dimostrazione.

P —Zwlwﬂaz (] aj) a]|—Zw ) az|+Zwa]]al (] o) (o] # p.

1,j i#£]

A differenza del caso di stati puri, si ha p? # p a causa del fattore w? e poichg, in
generale, gli stati che compongono la miscela non sono necessariamente ortogonali.

O
o Tr(p?) <1
Dimostrazione.
Tr(p?) = 31 22 6) = 3 (o)
b b
Tuttavia %Pb',b' =1 (cfr. eq. (2.9)), dunque
Tr(p®) = (pww)* < 1.
Y

O

16 A sua volta associato ad un’osservabile X.
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Anche in questo caso la matrice densita contiene tutta la fisica del sistema, tuttavia per stati
puri é solo un approccio alternativo a quello operatoriale, per miscele statistiche invece,
non potendo definire un ket di stato, 'operatore p é 'unico strumento per studiarle.

2.2 Polarizzazione di un Fascio di Fotoni

"In questa sezione vogliamo studiare un problema di ottica con il formalismo della matrice
densita; si rivelerd particolarmente interessante la presenza di numerose analogie tra un
fascio di fotoni che attraversa un filtro polarizzatore e un fascio di elettroni che attraversa
un apparato Stern-Gerlach, descritto nel paragrafo precedente. Consideriamo un campo
elettromagnetico che si propaga lungo ’asse z del nostro sistema di riferimento; supponiamo
che il campo elettrico sia per semplicitd un’onda piana monocromatica, dunque pud essere
descritto dalla B

E =¢é Akt (2.11)

dove é ¢ il vettore di polarizzazione, orientato lungo la direzione di oscillazione del campo
e di modulo unitario, A & I'ampiezza dell’oscillazione e k ¢ il vettore d’onda, diretto lungo
z, e cioé lungo la direzione di propagazione dell’onda. Ora, in generale il versore é & diretto
lungo una direzione qualsiasi del piano xy ortogonale a k (diretto lungo z), possiamo sempre
scriverlo come combinazione lineare dei versori €, e &, diretti rispettivamente lungo gli assi
ortogonali x e y:

é=aé,+bei%e, (2.12)

dove ¢ & la differenza di fase tra le due onde polarizzate lungo z e y; essendo € un versore
e data I'ortogonalita dei versori €, e &, si ha che

&> = |al® + |b* = 1. (2.13)

Dunque possiamo scrivere 'espressione del campo elettrico come

— N . ".ﬂ_ . 4"%_ N N 9
E =eAkmwl) — goilkr—wt) (€3 coso+ €, e'2

sena), (2.14)
dove a & ’angolo tra il versore é e il versore della base del piano zy, é,.

Supponiamo ora di avere un filtro polarizzatore (ad esempio un foglio polaroid H — sheet'?)
ideale, e di far incidere il fascio di luce polarizzata definito dalla (2.11) sul polarizzatore:
il filtro & un polarizzatore lineare ideale, dunque esistera un’orientazione per cui la luce
(polarizzata) passera tutta attraverso il filtro, per le altre orientazioni solo parte della luce
verra trasmessa; in uscita si avra luce polarizzata linearmente lungo 1’asse di trasmissione
del polarizzatore, tuttavia questa sara di intensita minore rispetto al fascio di luce inciden-
te. In particolare, se il polarizzatore é orientato in modo tale che ’asse di assorbimento
coincida con l'asse y (figura 2.3), solo la componente associata a é, attraversa il filtro
senza essere assorbita, dunque l'intensita del fascio di uscita sard I = cos?a I (dove I &
I'intensita del fascio incidente), viceversa se 1’asse di assorbimento coincide con 'asse x, in
uscita si avra solo la luce polarizzata lungo y e I'intesita del fascio sara I, = sen’a 1.
Supponiamo di avere un foglio polaroid orientato lungo un asse che indicheremo con x (e

1 testi di riferimento utilizzati per questa sezione sono [9],[7].

'8Sono costituiti da un polimero detto PVA impregnato di iodio I2, il composto viene stirato e si formano
cosi delle catene di idrocarburi che possono condurre corrente grazie agli elettroni di conduzione dello iodio,
la componente del campo elettrico lungo la direzione in cui sono stirate agisce sugli elettroni e percio viene
assorbita dal filtro, solo la componente ortogonale trasmette dall’altra parte, otteniamo cosi luce polarizzata
nella direzione ortogonale a quella di assorbimento.
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cioé i polimeri che lo compongono sono stirati lungo 'asse x); ricordando la definizione
di stato puro e di esperimento completo, possiamo affermare che il fascio di luce uscente
dal polarizzatore sara in uno stato puro della polarizzazione poiché sara polarizzato linear-
mente lungo la direzione di trasmissione del filtro, e se sottoposto ad un altro polarizzatore
identico e ugualmente orientato, il fascio trasmettera tutto conservando polarizzazione ed
intensita.

Vertically
_ polarized light

i Polarizer

8

"~ Direction of
polarizer
Propagation

Frosf direction

Figura 2.3: Fascio di luce polarizzata linearmente incidente su filtro polaroid con un angolo
0 tra asse di polarizzazione e asse di trasmissione.

Vogliamo ora formalizzare quanto detto in termini di ket di stato: un fascio di lu-
ce polarizzata linearmente & un fascio di fotoni che sono tutti in uno stato puro della
polarizzazione, infatti esiste un filtro polarizzatore attraverso cui tutti i fotoni passano re-
stituendo in uscita un fascio con polarizzazione e intensita uguali a quelle del fascio iniziale.
Associamo ai versori della polarizzazione definiti, dei ket di stato:

é: — lex),
éy — ‘ey>7

o
é=cosaé;+senae'2é, — |e)=cosale;)+ senae'? |ey).

A questo punto, analogamente a quanto detto per un sistema con spin % si ha che la matrice
densita valutata rispetto alla base {|e;),|ey)} €

~ 0082(1 €7Z¢COSOé senc
p= :

5 (2.15)

6’L¢COSQ sena Sen-o

I termini sulla diagonale sena e cos?a rappresentano le probabilita che i singoli fotoni,

in seguito all’interazione col polarizzatore, si trovino negli stati puri della polarizzazione
associati rispettivamente a |e,) e |e;). In sostanza ogni fotone avra una probabilita pari a
sen?a di attraversare il polarizzatore (con asse di assorbimento lungo ), dunque possiamo
affermare che, dato un fascio in ingresso di N fotoni, in uscita si avranno mediamente
Nsen?a fotoni (associati al ket di stato |ey)), analogamente la probabilita che il singolo
fotone sia associato al ket di stato |e;) (e dunque la probabilita che non attraversi il filtro)
& pari a cos’a. Supponiamo ora di avere un fascio di luce in ingresso non polarizzato, in
particolare supponiamo di avere preparato indipendentemente'® due fasci di luce polariz-

19F cioé le due sorgenti non sono coerenti, non ¢’é¢ una relazione di fase definita tra i due fasci emessi.
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zata linearmente di rispettivamente di intensita I; e Is. Essi sono in stati puri diversi della
polarizzazione

ler) = a1les) +biley),
le2) = azles) +ba2ley). (2.16)

Il sistema ¢ dunque una miscela statistica di due stati puri, non é possibile scrivere
un ket di stato per il fascio "combinato" poiché una frazione di fotoni I;/I (dove I
¢ lintensita del fascio d’ingresso ) é rappresentata dal ket di stato puro |ej), mentre la
restante Iy/I da |ez). Ne deriva che in questo caso non esiste alcuna orientazione del
polarizzatore per cui tutta la luce in ingresso viene trasmessa, l'intensitad del fascio in
uscita & sempre minore di quella del fascio incidente. Analogamente a quanto fatto nel
paragrafo 1.3 e in accordo con la (2.7) si ha che se per il sistema non ¢ possibile scrivere il
ket di stato, & invece possibile scrivere 'operatore densita

2

p=> wile:) (el = wi|er) (ea] + wy le2) (ea]. (2.17)
=1

A questo punto per sapere quanta luce attraversera il filtro polarizzatore con asse di as-
sorbimento lungo = e quanta sard assorbita é sufficiente scrivere gli elementi di matrice
rispetto alla base {|es) , |ey)}:

_ wl\a1\2 + w2]a2\2 wla’l‘bl + U)Qa;bQ
wlb’{al + w2b§a2 w1|b1]2 + w2|b2]2 '

Si deduce che ogni fotone del fascio incidente (miscela) ha una probabilitd P = wq|by|? +
wo|ba|? di non essere assorbito dal polarizzatore, percid lintensita del fascio in uscita
sard in media I, = I - [w1|b1|2 —|—w2|b2|2]. Va da sé che lintensita assorbita sara
Ips = I - [wi]a1* + walag|?]. L'utilizzo dell’operatore densitd puod essere applicato a
qualsiasi miscela statistica e a qualsiasi filtro a patto che si scelga opportunamente la base
rispetto al quale scrivere gli elementi di matrice; di seguito tratteremo il caso in cui lo stesso
fascio viene sottoposto ad un apparato che misura la polarizzazione circolare, inoltre spe-
cificheremo cosa si intende per stato della polarizzazione, dal momento che finora abbiamo
sostanzialmente utilizzato il principio di corrispondenza senza aver definito nessun opera-
tore polarizzazione. Se in ottica classica un fascio di luce é un campo elettromagnetico e
la sua polarizzazione & definita in termini di direzione di oscillazione del campo elettrico,
nell’approccio quantistico il fascio di luce é un insieme di fotoni e la polarizzazione del
fascio sara riconducibile agli stati di polarizzazione dei singoli fotoni che lo compongono.
Per definire gli stati di polarizzazione dei fotoni & necessario considerarne lo spin: i fotoni
sono bosoni con spin pari a uno, perciod la componente dello spin lungo ’asse z (che coincide
con la direzione di moto dei fotoni) potra, in linea di principio, assumere i valori 1, —1,0.
Gli stati di spin dei singoli fotoni sono associati agli stati di polarizzazione, tuttavia se il
fascio di fotoni e diretto lungo I’asse z, possiamo individuare due versori di polarizzazione
lineare sul piano zy, questi sono una base del piano xy e generano percid qulasiasi stato di
polarizzazione del fascio (che deve essere necessariamente sul piano xy), dunque gli stati
di spin S, dovranno necessariamente essere due. Per capire quali dei tre stati di spin de-
vono considerarsi e quali no € necessario fare un ragionamento, che illustriamo di seguito.
Quando si studia il campo elettromagnetico che si propaga nel vuoto si ottiene ’equazione
di D’Alembert per il potenziale vettore

0?A,(z) = 0. (2.18)
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Possiamo effettuare I’espansione in serie di Fourier di A, (z)

1
/0
Se il fascio é diretto lungo l'asse z, allora i fotoni sono diretti lungo quell’asse e p =

(p°,0,0,p%), inoltre si ha che p® = E/c? = p (poiché m = 0), dunque p® = p?. Sostituendo
lo sviluppo di Fourier di A#(&) nella (2.19) si ottiene

AM(Z) = / d3p AP (p)e”PE (2.19)

pu AM(P) = p° A°(P) — p° A%(p) = 0. (2.20)

Dunque si ha A°(p) = A3(p). Possiamo esprimere il potenziale vettore rispetto i vettori
della polarizzazione
AMP) = ap(p)e). (2.21)
k

Dato che la terza componente A3(p) e quella temporale A°(p) sono uguali definiamo i
vettori di polarizzazione di conseguenza

€1 = (0,1,0,0), (2.22)
e2 = (0,0,1,0), (2.23)
€s = (1,0,0,1). (2.24)

Se consideriamo un’onda elettromagnetica che ha

1 L
az(p) ehe P* (2.25)
/p0

e calcoliamo E = —ﬁqf) — %ff e B =V x j, ricordando come ¢& definito il prodotto
scalare in relativita ristretta?’, troviamo E =B = 0, dunque i fotoni possono essere
polarizzati unicamente sul piano ortogonale alla direzione di moto (trasversalita del campo
elettromagnetico). Il potenziale vettore sara

a@) - [ d'p

1 . .
ar(E) =Y / 0 [ a0 () i % 4 a3 () i e (2.26)

\/E

dove €, sono i vettori di polarizzazione nel piano ortogonale alla direzione di propagazione
(che coincide con la direzione di p). La (2.26) ¢ la soluzione completa dell’equazione di
D’Alembert (2.18). Il potenziale vettore associato al campo elettromagnetico polarizzato
puo essere interpretato come la funzione d’onda dei fotoni che compongono il fascio, con
momento cinetico p = hk e polarizzazione €,; & chiaro che questi non possono avere
momento angolare j, = 0 poiché cido corrisponde ad una funzione d’onda a simmetria
sferica, il che & incompatibile con il fatto che I'onda elettromegnetica é trasversale, e dunque
esiste una direzione "privilegiata" (quella di propagazione). Alla luce di quanto detto
abbiamo solo due valori di spin s,, e cioé s, = 1 e s, = —1 che associamo rispettivamente ai
ket di stato up (|+)) e down (|]—)). Questi stati sono autoket dell’elicita, operatore definito
come la proiezione dello spin sulla direzione del momento cinetico, che in questo caso,

coincide con S,. Valutare l'elicita dei fotoni @ rilevante nel nostro studio poiche si dimostra

05. 5= na,ga“bﬁ con 1,8 =

oo o+
o
|
—
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che fotoni che sono in uno stato di elicita sono associati a stati di polarizzazione circolare
destrorsa (se il ket ¢ |+)) e sinistrorsa (se il ket & |—)); la connessione tra polarizzazione
e momento angolare totale si pud comprendere intuitivamente se si osserva che puntando
un fascio di luce polarizzata su un bersaglio, gli elettroni del bersaglio si muoveranno come
il campo elettrico a cui sono soggetti, dunque se tale radiazione incidente & polarizzata
circolare, la rotazione del campo elettrico attorno all’asse di propagazione indurrd un moto
circolare degli elettroni nel bersaglio e cioé un momento angolare. Dunque ad un fascio
di fotoni con elicitd s, = +1 & associato un ket di stato |+) (spin up) e uno stato della
polarizzazione circolare associato al ket |e4) (destrorsa), viceversa per un fascio di fotoni
con elicita s, = —1 1 ket associati sono |—) e |e_) (polarizzazione circolare sinistrorsa). A
questo punto, considerando che i versori di polarizzazione circolare destrorsa e sinistrorsa
si possono scrivere in funzione dei versori di polarizzazione lineare:

€4+ = - (ém+léy)7
el = (g —ity). (2.27)

Possiamo scrivere i ket degli stati di polarizzazione circolare come combinazione lineare dei
ket della polarizzazione lineare

1 .
ley) = —ﬁ(led +iley)),

le-) = (lex) —iley)). (2.28)

1
V2
Dunque, tornando al problema della miscela statistica di stati puri della polarizzazione
lineare, si ha

lex) = a1 [ez) + bi [ey) = jﬁ (le=) — les)) - bé (le=) + lex))
le2) = a[ez) + baley) = a2;§<|e>—e+>>—ib2;§<|e>+e+>>. (2.29)

Ridefinendo i coefficienti si ha

le1) = = cales) +difes),
lea) = = caleq) +dale). (2.30)
dove
c——i(a +ibp) d—i(a —iby)
1= Rl 1 A 1)
1 , 1 .
62:—7(0,24-2[)2) dng(ag—lbg).

V2 V2

Scelta come base ortonormale dei ket quella degli stati della polarizzazione circolare, la
matrice densita associata alla miscela ¢

wi|er |2 + walea|? wicidy + wachds
p g
wlqu + ’wgd;CQ wl\d1\2 + w2‘d2‘2
Osserviamo che la traccia della matrice é unitaria. Gli elementi sulla diagonale p1 1 e p22
restituiscono la probabilita che il singolo fotone della miscela si trovi rispettivamente in uno
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stato di polarizzazione circolare destrorsa o sinistrorsa, e quindi la probabilita che abbia
elicitd. s, = 1 0 s, = —1. E’ chiaro che avendo scelto due fasci polarizzati linearmente,
i fotoni di entrambi i fasci sono in uno stato di sovrapposizione coerente di stati puri
della polarizzazione circolare (cfr. eq. (2.30)), tuttavia sottoponendoli ad una misura del
momento angolare totale lo stato dei singoli fotoni dovra necessariamente collassare in uno
dei due stati dell’elicita e quindi anche della polarizzazione circolare:

Current

-1 m=0 +1

Figura 2.4: Rappresentazione grafica di un nuovo dispositivo che misura il momento ango-
lare della luce, e quindi 'elicita, attraverso la misura della corrente indotta nel bersaglio
da un campo EM polarizzato circolare; come si pud notare a s, = +1 é associata una
polarizzazione circolare destrorsa, a s, = —1 una polarizzazione circolare sinistrorsa

L’intensita del fascio in uscita polarizzato circolare destrorso sara
Iy = [wier|* + walea?] I, (2.31)

dove I & l'intensita del fascio in ingresso (miscela dei due fasci polarizzati linearmente e
preparati indipendentemente); va da sé che U'intensita del fascio in uscita polarizzato cir-
colare sinistrorso & I_ =1 (wi|di]* + wa|da|?) = I (1 — wi|e1|* + walea?) =T — 1.

Osserviamo che siamo partiti dallo studio di un sistema classico (un campo elettromagneti-
co che attraversa un filtro polarizzatore) e ne abbiamo fatto una quantizzazione, definendo
gli stati della polarizzazione, legati all’elicita, e cioé agli autostati dello spin lungo ’asse di
propagazione del campo. In ottica classica, diciamo che dato un campo elettromagnetico
polarizzato linearmente che incide su un polarizzatore lineare, la componente di campo
elettromagnetico lungo la direzione di assorbimento del filtro non trasmette, mentre la
componente ad essa ortogonale lo attraversa indisturbata, in particolare se 1’angolo tra
la direzione di polarizzazione del fascio incidente e quella di assorbimento del filtro é 6,
la. componente del campo elettrico che attraversa il filtro sara E = EO senfl, dunque l'in-
tensita del fascio in uscita sard I,,; = I sen®d. Nell’approccio quantistico invece, e cioe
considerando la radiazione come un fascio di fotoni in uno stato di polarizzazione linea-
re, si decompone il ket di stato sulla base ortonormale dei ket associati al polarizzatore
(lex) , |ey), rispettivamente associati alle direzioni di assorbimento e trasmissione del filtro),
quando i fotoni incidono sul filtro, il loro ket di stato puo collassare in uno dei ket di base,
con una certa probabilita data proprio dalla proiezione di questo ket sui ket della
base scelta, di conseguenza si ha nuovamente che i fotoni che attraversano indisturbati
il polarizzatore sono quelli il cui ket di stato collassa in |e,). La probabilita che il singolo
fotone si trovi nello stato |e,) € sen?6, dunque per un fascio di N fotoni tutti nello stesso
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stato di polarizzazione, il numero di fotoni che attraverseranno il filtro ¢ N sen?d, I'inten-
sita in uscita sara I, = I sen?d. Osserviamo che la differenza tra i due approcci (classico
e quantistico) sta nel fatto che in meccanica quantistica non & dato sapere cosa accade
ai fotoni quando incidono sul polarizzatore, in generale infatti chiedersi cosa determina il
cambio di polarizzazione del fotone quando incide sul polarizzatore, e quindi cosa deter-
mina il suo passaggio o assorbimento, non ha senso. In effetti quando facciamo incidere i
fotoni sul polarizzatore stiamo effettuando una misura della polarizzazione, quindi pertur-
biamo il sistema; tale perturbazione a sua volta produrra il collasso dello stato dei fotoni
in |ez) o |ey) con probabilita legate all’angolo tra la direzione di polarizzazione del fascio
e ’asse di assorbimento o trasmissione del polarizzatore.

2.3 Operatore Densita ed Entropia

21In questo paragrafo mostreremo un’ applicazione dell’operatore densitd in meccanica
statistica, in particolare ricaveremo il funzionale entropia per un sistema a molti corpi.
Supponiamo di voler studiare un gas di fotoni o di fermioni; in linea di principio si po-
trebbero ricavare le equazioni del moto di ogni particella e dunque un sistema di equazioni
che descriva ’evoluzione temporale del sistema, tuttavia per un sistema a molti corpi
(N ~ 10?3) questo significherebbe risolvere un sistema di 3 - 1023 equazioni differenziali,
date 6 - 102 condizioni iniziali (gi0 pivo)m. Per un sistema classico anche solo scrivere le
condizioni iniziali & impossibile, per un sistema quantistico invece queste in generale non
sono determinate, poiché gli operatori di posizione e momento cinetico non commutano.
Dungque & necessario un approccio statistico, in altre parole rinunciamo a conoscere il com-
portamento delle singole particelle e valutiamo invece quello di tutto il sistema. Il caso
pitt semplice é forse quello in cui numero di particelle, volume e energia del sistema sono
fissati, tuttavia non € possibile isolare perfettamente un sistema dall’ambiente esterno, per
cui sebbene volume V' e numero di particelle NV siano fissati (cio si ottiene mettendo il no-
stro sistema in un contenitore rigido), il processo di misura perturbera il sistema e indurra
delle transizioni tra microstati??. In altre parole un sistema di N particelle non sara mai
associato ad un’unico microstato, ma ad un ensemble di microstati; come gia accennato
non ci soffermeremo sui singoli microstati e la loro evoluzione temporale ma li trattere-
mo con i metodi della meccanica statistica studiando invece i macrostati del sistema e
cioé grandezze relative ad aspetti globali del sistema, ad esempio temperatura, volume e
pressione. In questo paragrafo ci soffermeremo sullo studio di sistemi in equilibrio e cioé
a densita di stati fissata, in altre parole ¢ possibile che ci siano delle transizioni di stato
per le singole particelle, tuttavia la densitd di particelle in un determinato stato rimarra
mediamente costante nel tempo, questo implica che la matrice densita & costante (poiché
lo sono i pesi statistici p,). Dall’equazione di Von Neumann (cfr. (1.45)) si ha che, per
sistemi in equilibrio

p=0— [7:[,,0} ~0. (2.32)
Supponiamo di avere un sistema isolato, fissiamo il numero di particelle N e il volume V/,

Penergia invece varia all’interno di un intervallo [E, E'+ AE] anch’esso fissato; un sistema
con questi vincoli si dice ensemble microcanonico

21 Per questo paragrafo sono stati utilizzati come testi di riferimento [10], [11].

2Dove le g; e p; sono le coordinate nello spazio delle fasi, e cioé rispettivamente le coordinate lagrangiane
e i momenti cinetici.

ZDato un sistema di N  particelle, con microstato si intende una 6N-ennupla
(q1,q2,5 venne. JA3N D15 D2y eeeees ,D3N).
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pA

energy hypersurfaces

E+A

-
q

Figura 2.5: Rappresentazione della regione "permessa" nello spazio delle fasi

E’ chiaro che i microstati del sistema a possono trovarsi solamente in una certa regione
dello spazio delle fasi (quella associata a energie nell'intervallo scelto) e che, dato che
il sistema ¢& in equilibrio, la loro distribuzione in questa regione siano omogenea, in altre
parole tutti gli stati hanno uguale peso statistico. 1l sistema & dunque una miscela statistica,
associando a questi stati i ket {|n)}, & possibile scrivere 'operatore densita come

p=3puln) (nl, (2.33)

dove p, & il peso statistico associato agli stati a energia FE,, che, alla luce di quanto discusso,
deve essere costante:

a@ar S¢E<E,<E+AE
Pn = : (2.34)

0

dove Q(E)AE ¢ il volume dello spazio delle fasi associato all’intervallo di energia del
sistema, normalizzato. Osserviamo che la matrice densita dipende unicamente dall’energia
e gli stati del sistema sono equiprobabili, cid é conseguenza della condizione di equilibrio
del sistema; se infatti tale condizione venisse a mancare, la matrice densitd non sarebbe
costante e percido non commuterebbe con ’hamiltoniana (dipenderebbe da altre grandezze)
e in generale gli stati non avrebbero ugual peso statistico.

Q(E) ¢ la costante di normalizzazione, si ottiene percio dalla condizione

Tr(p) =1, (2.35)
che implica

anzzézl—M)(E):Zi:ﬂ, (2.36)
~ — Q(E)AE — AE  AE

dove N’ ¢ il numero di stati nella regione dello spazio delle fasi considerata, da ora in
poi indicheremo Q(F)AE con Q(F). Definiamo ora I’ entropia: dato un sistema con
operatore densita associato p, si definisce entropia del sistema il funzionale

S =—kTr(plogp) = —k(logp), (2.37)

dove k & la costante di Boltzmann. Nel caso di un ensemble microcanonico si ha

1 1 , 1 ——
Sme = —k Zn: <Q(E) logQ(E)> = +kN o) log QUE) =

1
:k[;w)

logQ(E) = +klogQ(E). (2.38)
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Dunque I’entropia é proporzionale al logaritmo del volume dello spazio delle fasi permesso,
che, nel caso di una miscela statistica di stati discreti (che abbiamo implicitamente conside-
rato quando abbiamo definito l'operatore densita), diventa il logaritmo nel numero di stati
nella regione di spazio delle fasi permessa. Osserviamo che nel caso in cui il sistema sia in
uno stato puro, il peso statistico ad esso associato ¢ pari a uno, dunque Q(E) =1e S = 0.
In generale i termini 3 ( B rappresentano le probabilita che il sistema si trovi in uno stato
associato al ket |n), dunque essi sono definiti positivi ma minori di uno, c¢id implica che
S > 0. Possiamo affermare quindi che 'entropia indica 'incompletezza dell’informazione
sul sistema, se infatti questo ¢ in uno stato puro, I'informazione é massima e ’entropia &
nulla, se invece il sistema & una miscela statistica 'informazione & incompleta e ’entropia
¢ positiva.

Di seguito dimostreremo un’importante proprietd dell’entropia relativa ad un sistema mi-
crocanonico: supponiamo di avere due operatori densita p,,. € p rispettivamente associati
ad un ensemble microcanonico ed un altro ensemble generico del sistema nell’intervallo di
energia selezionato, in particolare

Pmec = an In) (n
p=> phla)a

Si ha:

Tr(p (logpme — logp)) = Y _ (a| p (logpme — logp) |er) =

[0}

=Y {al [Zpa ] (logpme — logp) la) = > ply (a| (logpme — logp) |a) =

[0

= > plal (logpaln) (| —logply ) (]) ) =

a,a’n
= i, (e|logpn|n) (n| o) Zpa (o] log ply ) =
a,n
= Y vl (alm) (m|logpn |n) (n|a) — > pl, {aln) (n|logp), Im) (m| a).(2.39)
a,n,m a,m,n

dove abbiamo utilizzato la relazione di completezza.
Essendo (n|m) = 0, si ha

Z P (| m) (m]log py |n) ( Z Py (| n) (n]log py, Im) (m|a) =
a,n,m a,m,n
/ /
> ol {aln) (n|log pn [n) (n] ) Zpa (a|n) (n|logply |n) (n|a) =

—Zpa (o] n) n\log—|n><n|a>. (2.40)

Oc

Ora, log x puo essere sviluppato intorno al punto x =1

1
logx ~ 0+ — (x —1). (2.41)
x

z=1
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Valutiamo ora la funzione logz — x + 1, questa funzione ha derivata nulla in x = 1 , inoltre
la derivata seconda & definita negativa, dunque la funzione ha massimo in x = 1. Se
logr —x+1<0— loge <z — 1, utilizzando questa relazione nella (2.40) si ha

Zzpa ) (n| <l09 ) n) (n|a) < Zzpa In) (n| ( - 1) In) (n|a) =
= Z Oé| Pme |Ol - Z <77/‘ p ’TL> = TT(pmc) — TT(p) =0.
(2.42)

Dunque abbiamo dimostato che

Tr(p (logpme — logp)) < 0. (2.43)

Osserviamo che

— 1
Tr(plogpme) = melogpm log me = —log Q(F) = —%Smc, (2.44)

mentre Tr(plog p) & per definizione l'entropia —%S associata ad un generico ensemble nello
stesso intervallo energetico. Sostituendo nella (2.43) si ha

Sme 25, (2.45)

e cioé I’ensemble microcanonico é quello con entropia maggiore.
Abbiamo visto che il funzionale entropia é legato all’operatore densita, cid permette, uti-
lizzando V’approccio standard della meccanica stastistica, di ricavare le grandezze termo-
dinamiche usuali, ad esempio la termperatura

1 08 (E) 7 A—

— = = k—1ogQ)(F). 2.46

T OF ap ' UE) (2.46)
E’ particolarmente interessante il caso di un ensemble canonico: supponiamo di avere un
sistema di volume V e numero di particelle (sottosistemi) N fissati, inoltre supponiamo
di fissare il valore medio dell’energia (E) 2*; di seguito definiremo l'operatore densita ed
eventualmente ’entropia del sistema.

Pl T P T dl7 7l
%

. 7
o %
s 1 L/
; %
VTP ETLITIETS

Figura 2.6: Rappresentazione del sistema complessivo, composto dal sistema 1 a contatto
col bagno termico

24Questa condizione ¢ facilmente realizzabile ponendo il sistema in un contenitore rigido a contatto
con un bagno termico, ovvero un secondo sistema molto piit esteso del primo che percido non cambia
apprezzabilmente temperatura se a contatto con quest’ultimo.
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Per ricavare l'espressione della matrice densita relativa ad un ensemble canonico (si-
stema 1 in figura 2.6) & necessario osservare che il sistema totale (composto dal sistema 1
e dal bagno termico) cosi come il sistema 2 & un ensemble microcanonico poiché per esso
sono fissati volume, numero di particelle e intervallo di energia, dunque i microstati hanno
uguale peso statistico, pari a =—. La probabilita che il sistema canonico 1 abbia energia

Q(E)
Eqy, e

QQ(E — E1p)
p(E , 2.47
dove la somma & effettuata sugli stati in cui il sistema 2 puod trovarsi quando il sistema
1 ¢ in quello associato a energia Fqy,, si parla dunque di stati con energia Es,s compresa
tra E — E1, e E— E1, + AFE, essendo il bagno termico un ensemble microcanonico, si &
utilizzata la relazione (cfr. eq. (2.38))

S Lo n 2.48)

Indichiamo con E; il valore di energia piu probabile per il sistema 1 (e coincide con 'energia
media per un sistema macroscopico), dato che il sistema canonico ¢ molto meno esteso
rispetto al bagno termico possiamo effettuare lo sviluppo di Taylor di Q(E — E, + B —
E1,)AFE intorno a E — F\, si ha

1 S E 1 E
I —8me - (E) A 1ogQ(E) _ e~ (E)\k —-Ef 2.4
Q(E)AE =e k e =€ ’ (2.49)

dove abbiamo utilizzato le equazioni (2.44) e (2.46).

QQ(E — E1 + El — E1p) N Qo (E — El)e(El—Eln)ﬂ

(2.50)

dove abbiamo utilizzato '’equazione (2.47). Definiamo la funzione di partizione Z come

_ QQ(E — El) E
77l =2 B 2.51
aFE) ¢ (2.51)
Di conseguenza si ha
p(E1p) = Z te Binb, (2.52)

La matrice densitéd per 'ensemble canonico é definita come al solito

pe =) _p(Ew)n) (n|, (2.53)

dove {|n)} sono i ket di stato del sistema 1 e Ej, i valori di energia associati. Sostuendo
la (2.52) nella (2.53) si ha

pe = ZpEln In) (n| = ZZ Le=Bnb |p) (n] = ZZZ‘ Elnﬁ) In) (n| =

n m=0

- Yy 7 B o () 5 ) ] (2.54)

n m=0

Se {|n)} ¢ la base ortonormale di autoket di H;, & chiaro che i termini (k| H}* |n) con k # n
sono nulli, cid implica

> k) (kM [n) (n] = ZE Sk (0] = Zm Y (n| 1 n) (n] . (2.55)

k.n
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Utilizzando la (2.55) e la relazione di completezza si ha

m =z lem B, (2.56)

m

o
(=B
Pe = Z 4 1
m=0 ’
Dato che la matrice densita & a traccia unitaria si ha

1= Tr(%e_HfB) — Z=Tr(e P = Ze_E”B. (2.57)

Dalla funzione di partizione, che deriva dalla matrice densita, si ricavano tutte le grandezze
termodinamiche per un ensemble canonico

(E) = —a—ﬂlogZ energia,
F=—kTlogZ energia libera di Helmholtz,
E
S = <T> + klogZ entropia,
Z
P=- <gf;-/[> = k‘TalaO“i pressione. (2.58)

Da queste grandezze possiamo ricavare, ad esempio, la prima legge della termodinamica

1 H 1 OH
= — _ —_ 76% —— — - -
dF(T,V) kdTlogZ k:TZ Tr <e [k T2 ar T OV dV} )
1 1 OH
= —kdTlogZ — —T BN AT 4+ =T (e PRI =
kdTlogZ — r(?—[e )d + r<e ) dv
(M) OH
= — ZdT — ~—=5dT — =-S5dT — PdV. 2.
klogZ d T T + Y av Sd av. (2.59)
Tuttavia dal set di relazioni (2.58) si ha
dF(T,V)=d(E) — SdT —dST = —-SdT —PdV —
— d(E) = TdS—PdV =06Q+ L. (2.60)

Dove Q e L sono rispettivamente calore trasferito al sistema e lavoro esercitato sul sistema.



Capitolo 3

L’operatore Densita nei Processi di
Decadimento

2 Un’applicazione meno nota della matrice densitd, ma che recentemente é stata molto
riconsiderata in rapporto alla possibilita di nuove rappresentazioni in ref.[12], permette lo
studio dello spin delle risonanze prodotte da particelle interagenti in casi in cui si conservi
la parita e casi in cui non si conservi (ricordiamo che tali condizioni sono determinate dal
tipo di interazione responsabile della formazione dei prodotti); supponiamo infatti di avere
dei processi del tipo

a b— R ¢ oppure Ry— R ¢ (3.1)

dove R & una risonanza?®, & possibile utilizzare la matrice densita per descrivere la miscela

statistica di stati puri di spin associata alla risonanza, in linea di principio gli elementi
di matrice reali possono essere misurati a partire dallo studio della distribuzione angolare
dei prodotti di decadimento della risonanza (che & per definizione uno stato intermedio
e instabile della reazione). Cio che faremo & scrivere I'operatore densita della risonanza
utilizzando una base ortonormale di ket di spin {|n)}; scelto il set di osservabili {J2,.J.},
noto lo spin J della risonanza, questa puo avere 2J + 1 valori di spin J, diversi, dunque
la matrice densitd avra dimensione N = 2J + 1. Puo accadere che lo stato intermedio
(risonanza) instabile sia costituito da piu particelle con spin (N'), in questi casi si deve
tener conto di J e J, di tutte le N’ particelle coivolte, dunque in generale si ha che la
dimensione della matrice densita ¢ N = ij\/' (2J;, + 1). Il numero di autovalori non nulli?”
¢ detto rango della matrice (lo indicheremo con "r"), & chiaro che, in assenza di simmetrie
del sistema, il rango & massimo e quindi pari a N = Zgl (2J 4+ 1). Nel caso in cui ci
siano simmetrie per il sistema il rango sard minore poiché, come é noto, una simmetria del
sistema corrisponde all’esistenza di un integrale primo (e cioé una quantita conservata per
il sistema), dunque ad una diminuzione dei gradi di liberta del sistema. Finora abbiamo
parlato di spin J,, tuttavia questa quantita acquista significato solo se & definito un sistema
di riferimento; nel nostro caso ’asse z € sul piano di produzione della risonanza e cioé il
piano definito dai momenti cinetici dei reagenti e della risonanza prodotta, discuteremo
pit a fondo di questa scelta nei prossimi paragrafi. In generale la matrice densitd ha
N? elementi, posta la condizione di unitarieta della traccia si hanno N? — 1 parametri
reali indipendenti, questi poi diminuiscono se, ad esempio, la paritd & conservata nella
produzione della risonanza (vedremo infatti che in quel caso sono definite relazioni che

?5Le fonti utilizzate in questo capitolo sono [12], [13].
25E cioé una particella con massa associata ad un picco della sezione d’urto.
27 Associati agli autoket {|k)} di p.

39
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legano gli elementi di matrice). In seguito, seguendo gli autori della ref.[12], formuleremo
una parametrizzazione sistematica della matrice densitd che ci permettera di studiare le
risonanze in via del tutto generale e flessibile, non solo per interazioni che conservano la
parita (interazioni forti) ma anche per quelle che non la conservano (interazioni deboli).
Vedremo che qualsiasi parametrizzazione della matrice densita di spin della risonanza
(SDM) deve soddisfare delle proprieta generali di quest’ultima, che non dipendono cioé
dalla base di ket rispetto al quale la si definisce. Presentiamo in questo capitolo una
parametrizzazione che quindi soddisfa le proprieta di non-negativita della SDM e di traccia
unitaria, vedremo che richiedere che p rispetti queste due proprieta equivale ad avere due
condizioni differenti per gli elementi sulla diagonale e fuori diagonale.

3.1 Una Nuova Parametrizzazione di p

Come ¢ stato precedentemente accennato, qualsiasi parametrizzazione per la matrice den-
sitd deve soddisfare le seguenti proprieta:

o T'rp =1,
e la matrice é definita non negativa

Pnm >0 Vn,me Z. (3.2)

Di seguito dimostriamo che richiedere che la matrice densita sia definita non negativa
equivale a porre due condizioni

e elementi sulla diagonale non negativi,
e un limite superiore per gli elementi fuori diagonale.

Teorema
Supponiamo di avere un operatore densitd p e una matrice densitd associata N x N
hermitiana, valutata rispetto ad una base ortonormale di ket; si ha che

Pk >0 k=1,2,....N

3.3
\pnm|? < PrnPmm (3:3)

p= Z |n) Ppm (M| definita non negativa <= {

n,m

Dimostrazione.

e Valutiamo gli elementi della matrice densita associati alla risonanza rispetto alla base
ortonormale di ket {|n)}

pnam = (n|p|m) = (n|UpVTT |m) =
= > (U k) pi (k| U [m) = Z v Unk D (3.4)
k

28 dove U;,j sono gli elementi di matrice relativa all’operatore di evoluzione U, p®) &
la matrice iniziale?® della risonanza, p & la matrice associata alla risonanza dopo il

*8Qsserviamo che (k|U' |m) = Uy, , poiché la rappresentazione matriciale dell’operatore aggiunto &
associata alla matrice trasposta coniugata.
29Relativa alla produzione della risonanza.



3.1. UNA NUOVA PARAMETRIZZAZIONE DI p 41

suo decadimento e le py 1 pesi statistici associati ai ket di stato |k) (dunque py > 0).
Se la matrice & hermitiana e definita non negativa, si ha:

prn = U Unikpk = Y _|Unil’pi > 0. (3.5)
k k
A questo punto valutiamo gli elementi fuori diagonale

Pnm = Z U:%kUn,k Pk = Z (U’;:L,’Lt Pu <UD Z (Un,v \/]TU‘U» = <Vm’ Vn)? (3'6)
k

u v

dove si ¢ utilizzata Portonormalita dei vettori della base {|k)} per definire i ket

’Vn> = Z (Un,v \/ITU "U>) (37)

v

A questo punto, per la disuguaglianza di Schwartz si ha
’pn,m‘Q = [(Vin| Vn>‘2 < (Vinl Vin) (Val Vo) = pnnpmm- (3.8)

e Se invece prr > 0 € |pnm|? < pnnPmm gli elementi della matrice densita possono
essere scritti come prodotti scalari (dato che ne rispettano le proprieta), dunque si
ha

Pnm = (Val Vin), (3.9)
scelta una base ortonormale di ket {|k)} si ha

P = (Val Vin) = Z C:,n csm (] s) = Z C:,n Co,m0r,s = Z C:,n Cr,m; (3.10)

T8 r,s r

dove com = (8| Vin) € cpp = (1| V).

Da questa espressione non & possibile definire un segno per gli elementi di matrice
in generale, ma si pud affermare che gli elementi della diagonale sono definiti non
negativi. Scelto un ket generico |W) si ha

(W[p|W) =" (W[n) (Va| Vin) (m| W). (3.11)
Definito
> Vi) (m| W) =2). (3.12)
Si ha

(W] p|W) = (2] Z) > 0. (3.13)

Dato che I'espressione ottenuta vale V |[W), si ha che la matrice densita ¢ definita non
negativa.

O

Come gia accennato la risonanza é uno stato intermedio instabile della reazione, essa
potrebbe decadere in piu particelle, dunque la matrice densita associata ad una risonanza
deve tener conto dei prodotti di decadimento, in particolare delle distribuzioni angolari di
questi. Dato che gli elementi sulla diagonale sono definiti non negativi possiamo riscriverli
come segue

pnn = Vo Vo) = a2 V¥n=1,2,3,...,N. (3.14)
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Applichiamo la condizione sulla traccia
> al=1. (3.15)

Analogamente a quanto fatto per un sistema a spin %, possiamo associare agli stati puri
di spin, punti di un’ipersuperficie sferica nello spazio RY, dunque parametrizzeremo la
matrice densita di spin tramite gli angoli aq,.....,an—_1 che permettono di individuare i
punti sull’ipersuperfie sferica di raggio unitario. Valutiamo innanzitutto i processi che
conservano la parita, indichiamo con = il piano definito dai momenti cinetici di a b e R
oppure da Ry e R (cfr. eq. (3.1)), in generale il piano definito dalla risonanza e dai suoi
prodotti di decadimento puod non coincidere con 7 (figura 3.1).

Figura 3.1: Un fascio di fotoni viene fatto incidere su una targhetta fissa onde realizzare a
livello microscopico la collisione tra fotone e protone nella reazione vy p —n 70 x7.
Il processo genera un neutrone e un mesone p (risonanza) che decade in 7 e 7°. Il piano di
reazione xz € definito dai momenti cinetici del fotone e del neutrone, il piano di produzione
2’z & invece definito dai momenti cinetici dei pioni prodotti.

Scegliamo di scrivere la matrice densita rispetto agli autoket |7, m) del set {J2, J.} dove
z & un’asse sul piano 7 , mentre y & ’asse ortogonale al piano 7. Indichiamo con pﬁ;j o 8l
elementi di matrice

Definiamo, a partire dall’operatore di parita P, I'operatore di riflessione spaziale rispetto
al piano di produzione zz (definito dagli impulsi delle particelle interagenti e dall’impulso
della risonanza R prodotta)

I, = Py, (3.17)

Osserviamo che 'operatore di riflessione rispetto al piano xz é composto da un’inversione
spaziale e una rotazione di 7 attorno all’asse y. Valutiamo ’azione di quest’operatore sul
ket di stato |j, m)

in(j—m

Hy ‘.77 m> =e )77 ‘.77 _m> . (318)
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Dove n @ la parita intrinseca dello stato associato al ket |j,m), di conseguenza

o . gy 37 g =1 N
(ITypIT, )mm = > Goml Ty 57, m") gl (3" [T | m!y =
j/lyj//l7ml/7m///
*

. TN . J g my =10 N

= > [l m)] e G T | ) =
j/lyj//l7ml/7m///

(i T ’ /

g Z 776 Z7’l’(] m)(;]j//é—m m”p‘an”.]m///’r/ e’Lﬂ'( —m )5j/7j///5m///7_ml —
j//’j/// m// m///

_ 1 im(j—m—j'+m irA g5

=y el D = €A (3.19)

dove A = j—m—j' +m/. Se il sistema fisico conserva la parita, p commuta con ’operatore
P, in particolare nel nostro caso p commuta con II, (poicheé il piano 7 su cui si muovono
le particelle coincide col piano zz), di conseguenza si ha

(HypH )mm = pm o =170 e”ApJ_’]m - (3.20)
A questo punto possiamo parametrizzare gli elementi di matrice; analogamente a quanto
si fa per un sistema a spin semintero, possiamo associare ai ket di stato |j,m) dei punti
su un’ipersfera in RY, dunque i parametri utilizzati saranno coordinate angolari relative
a questa sfera, ai,...,an_1. Per introdurre le coordinate sferiche in RY proseguiamo per
analogia a partire dai casi noti

e Per una sfera in R?, le coordinate cartesiane sono legate alle coordinate sferiche tra-
mite le seguenti relazioni

{ T =1 cosb,

y = rsend.

e Per una sfera in R? si ha

z = 1 cosb,
x = r senf coso,
y = 1 sent seng.

Generalizzando, per una sfera N-dimensionale si ha

T1 = T COSp1,
To = T SENY] COSP2,
T3 = T SENY18ENPaCcOSPs,

TN = T Senp1 Senys Senys...SeNPYN_1.

Nel nostro caso r = 1.
In analogia con quanto fatto per un sistema a spin semintero, si ha

a; = cosay, G = SENQ] COSQ,

asz = senaq Senwg cosaz, ... AN = H senc;. (3.21)
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Con

p=1| . : S : =1 . ] 322
7.3 . . . . a
P=j—j N

E’ evidente che questa parametrizzazione soddisfa

N

> ai =1, (3.23)

%

dunque la traccia della SDM & unitaria. Nel caso di sistemi che conservano la parita con
N pari, per gli elementi sulla diagonale (cfr. eq. (3.20)) si ha

ay=ay a2=aN-1 G3=0aN-2 .. GNj2 = AN/2{1- (3.24)

E’ evidente che la conservazione della parita dimezza il numero di parametri indipendenti,
se si pone la condizione sulla traccia, si ha

N/2

> 247 =1. (3.25)
=1

E’ dunque necessario inserire un fattore % per le a;

1 1
a1 = aN = —=C08Q, (2 = AN_1 = —=COSQ28ENA]
V2o V2 ’
| N
a3 = aN-2 = COSQZSENAISENA2, ... ANj2 = ANj24] = —/= H senaq;. (3.26)
V24
Se la dimensione della matrice N = N’ + 1 ¢ dispari si ha
1
a] = ay = —=CoSQ, Q3 = AN_1 = —=C0SQ28enay
V2o V2 ’
N'/2
as =anN_o = ﬁcosagsenal SENQg, ... AN/jp4] = H sencqy. (3.27)

(2

Per gli elementi fuori diagonale (in generale complessi) bisogna tener conto della condizione
(3.8), per cui possiamo parametrizzarli come segue

iPn,m

Prm = |an|lame COSYn,m, (3.28)

dove, ovviamente, i parametri v, ,, € le fasi ¢, sono ulteriori parametri liberi da deter-
minare. Osserviamo infatti che

‘Pn,m|2 = |an|2‘am‘260527n,m < |an|2|am|2 = |pn,n Pm,m|- (3.29)

In linea di principio i valori di questi parametri possono essere determinati studiando
i prodotti di decadimento della risonanza, in particolare la loro distribuzione angolare,
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tuttavia cio é utile solo per elementi di matrice reali sulla diagonale, gli elementi fuori
diagonale, in generale complessi, tipicamente non possono essere estrapolati da misure
effettuate sui prodotti di decadimento della risonanza. In questi casi si pud porre ¢y m
uguale a zero per gli elementi di matrice non misurabili. La disuguaglianza di Schwartz
diventa

[Re(Pn,m)]2 < |pPnnPmml|- (3.30)

Come abbiamo gia accennato, in generale si hanno N —1 parametri angolari da considerare,
tuttavia in presenza di simmetrie il numero di parametri indipendenti diminuisce, infatti
per un processo che conserva la parita (invariante per inversione spaziale) il numero di
parametri indipendenti ¢ dimezzato rispetto al caso generale. In altre parole la presenza
di simmetrie nel processo di produzione e/o decadimento della risonanza corrisponde ad
avere un rango della matrice densita associata minore dell’ordine (N), é quindi importante
determinare il kernel della matrice, e cioé I'insieme dei ket |k) che risolvono p|k) = 0. E’
chiaro che se tutti i pesi statistici pi sono non nulli, il kernel avra dimensione nulla, se
perd il rango & minore dell’ordine della matrice (V) allora alcuni autovalori py sono nulli
e il kernel ha dimensione Ni, mentre il rango sara r = N — Ny.

Come determiniamo il kernel?

Dai risultati sperimentali dedotti dalla distribuzione dei prodotti di decadimento della
risonanza si possono valutare gli elementi della SDM ad essa associata, in particolare
attraverso una diagonalizzazione si possono determinare i pesi statistici p, associati ai
possibili autoket {|n)} della risonanza, ottenendo cosi la matrice densita diagonalizzata
rispetto alla base {|n)}. Noto a priori che alcuni pesi statistici associati a degli autoket
di p sono nulli, & chiaro che il rango r della SDM ¢é minore della dimensione N ed &
percid comodo ridurre la matrice densita ad una matrice che sara piu semplice da studiare.
Un metodo consiste nello scrivere i ket del kernel rispetto alla stessa base che definisce
I’operatore densita; se p = Z” i) pij (j], 1 ket del kernel saranno nella forma

N
i=1

Applichiamo ora una trasformazione alla matrice densita tramite un operatore U
o =UpU". (3.32)

Gli elementi della matrice p’ valutati rispetto alla base {|)} sono

N N
Py = Z (k| U i) pig GIUT 1) = Z Uk,i U};Pz‘,j- (3.33)
i,J i,J

Noti i vettori del kernel e la loro decomposizione sulla base {|i)}, possiamo definire 'ope-
ratore U come segue

5k,i k= 1,2..,7”
Uki = { ap; k=r+1,.,N (3.34)
Calcoliamo gli elementi di matrice py, ;:
per 1 < k,l <rsiha
N
Pt = Z Uk, U]-T,l/)i,j = Z Ok,i 051 Pij = Pk,1- (3.35)

] 0,]
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Per r+1<k,l <N si ha

N
Pt 2225317k¢17}zﬂu3 j£:<1kl il plj)cuy = (klpll) = (3.36)
i,J

dove si ¢ utilizzata ’equazione (3.31).
In questo modo abbiamo ridotto p ad una matrice pitl essenziale dove gli unici elementi
non nulli sono quelli di una sottomatrice r x r. Indichiamo con n;; gli elementi della sot-
tomatrice, essi sono in generale non nulli e possono essere parametrizzati con le coordinate
angolari generiche introdotte precedentemente.
Un altro metodo per ridurre la matrice densita quando é noto che il rango & minore della
dimensione N é il seguente: supponiamo di conoscere lo spin J della risonanza R, la ma-
trice densita ¢ valutata rispetto alla base di autoket {|j,m)} del set {J?,J.}, dove m &
I’autovalore dell’operatore T ; quest’ultimo é la proiezione dell’operatore di spin J sull’asse
2 relativo al riferimento S’ scelto per i prodotti di decadimento della risonanza. Dato che
in generale questi si trovano su un piano 7’ diverso da quello di produzione della risonanza
7, gli autoket di p/ (SDM ricavata a partire dai dati sperimentali sui prodotti di decadi-
mento di R) non coincidono in generale con gli autoket di p (valutata invece rispetto alla
base ortonormale {|j,m)¢} definita nel riferimento S3°). E’ possibile tuttavia effettuare
una rotazione del riferimento S’ in modo da allineare 1’asse 2z’ con ’asse di quantizzazione
z e ridurre un autostato di p’ ad un autostato di J..
Si pensi al caso di due apparati Stern-Gerlach in serie e si consideri un fascio di atomi
di argento in uscita dal primo apparato, questi sono in autostato di S, associato al ket
|s, s.); se il secondo SG é ugualmente orientato allora tale fascio lo attraversera impertur-
bato. Se perd l'orientazione dell’apparato cambia, in generale z # 2’ e il fascio si dividera
poiché é in un autostato di S, enon di S,/. Se si decompone il ket di stato iniziale sulla
base di autoket associati al secondo Stern-Gerlach, si ha |s,s;) =Y |s,s.) (s,5,]s,5.) e
questo € una conseguenza della rotazione del riferimento: un ket di stato nel riferimento
S ¢ descritto da un osservatore in un riferimento ruotato S’ come una sovrapposizione di
stati. Dunque il ket di base |j, m)g nel riferimento S ¢ descritto nel riferimento S’ come
sovrapposizione dei ket della base {|j, m)}

J
o )g =Y Cman |4 m) (3.37)
m=—j
Se |k) ¢ autoket della SDM nel riferimento S’, si ha
pIR) = Ak) —> > 15 ) Pl (G0 [ K) = A JR) (3:38)

m,m/’

Decomponiamo Pautoket |k) sulla base {|j,m)} del set {J2,J./} nel riferimento S, si ha

Z’]a pmm’ Jam‘k Z)“Ja Jum‘k>—>
m,m/

‘_’E:IEZP%meﬂﬂﬂki!mﬂﬂ‘—E:[AQLWHkHUﬂn>—%

m

> P G| k) = X(Gom| k), Vm o= —j, . 44 (3.39)

m/

3%Dove il riferimento S & stato scelto con il piano xz solidale al piano di produzione 7 e ’asse y ortogonale
ad esso.
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Se |k) & associato ad un autovalore nullo allora si ha

> P (G| k) = 0. (3.40)

Si ha che |k) ¢ ortogonale al ket 3, p;, ... |4, m') (dove ricordiamo che p’ & un operatore
autoaggiunto).

Se S ¢ ruotato rispetto a S’ tramite una rotazione R|[¢,0,0] (dove ¢ e 6 sono gli angoli
di Eulero, in particolare ¢ ¢ Iangolo tra z e 2/, # & I’angolo ottenuto da una seconda
rotazione dell’asse y) e un osservatore in S’ misura uno spin m’ relativo al ket di stato
|7,m’), Vosservatore nel riferimento S "vede" questo stato come

j.m')g = U[R]|j,m'), (3.41)
dove U[R] é 1’ operatore unitario di rotazione cosi definito
UR(¢,0,0)] = e~ 07> ¢~y (3.42)

e deve rappresentare l'effetto della rotazione del riferimento, dunque deve restituire la
(3.37)

j,m')g = U[R]|j,m Z gym) UR (G, m” |j,m Z e ldsm), (3.43)

dove {|j, m)} sono i ket della base ortonormale relativa al set completo di osservabili {J, J./}
nel riferimento S, e UTIE ny Sono gli elementi di matrice (j, m| U[R]|j, m’) valutati rispetto

a tale base. Analogamente per Paggiunto dell’operatore di rotazione si ha
. . ~ . . R .
Gom'lg = (,m! | UT[R] = Z (o 5, m) UL (Gom" | =
R .
= I OULE G| = Z (j,m"]. (3.44)
m//

Ricavata la SDM p’ relativa ai prodotti di decadimento della risonanza nel sistema di rife-
rimento S’ solidale al piano 7/, per passare alla matrice densita p nel sistema di riferimento
ruotato S & necessario valutare gli elementi di matrice rispetto alla base di autoket di S,
{l7,m)g¢}, dunque si ha

Pmm’ = g <]7 m| pl |ja Z U // ' m”| p, |]7 m//l> Uﬁ’“,m/ =

— Z UT:L}WIL%” <]’ m//| pl |]’ " UR,,, Z //p;n//7m/// Uﬁ///7m/ . (345)
m!"

//l

dove si sono utilizzate le relazioni (3.43), (3.44). Di conseguenza in notazione operatoriale
si ha
p=U(R)U(R). (3.46)

Misurando il momento angolare totale dei prodotti di decadimento della risonanza si posso-
no conoscere gli autoket®' {|k)} di p’ (che non coincidono con i ket di base {|j, m)} poicheé

31 Osserviamo che, dato che p’ & un operatore autoaggiunto, autoket associati ad autovalori diversi sono
ortogonali, dunque se opportunamente normalizzati, gli autoket {|k)} sono un set di ket ortonormali.
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in generale p’ non & diagonale); ¢ possibile effettuare una rotazione del riferimento in modo
tale che i vettori della base del set {.J2, J,} nel nuovo S.d.R. S siano

+j

+J
Gomlg = D g lim) =Y (Gom|E)|j,m) = |k) (3.47)

m=—j m=—j

(il tutto a meno di un fattore di normalizzazione). Gli elementi della SDM nel riferimento
S cosi definito sono

Pmm’ = g <]7m‘ Pl |j7m/>s = )‘m’s <]7 m‘ ja m/>S = )‘m’ 6m,m" (348>

Quindi nel riferimento S ottenuto da quello relativo ai prodotti di decadimento della riso-
nanza tramite un’opportuna rotazione, la SDM della risonanza é diagonale, inoltre se si
trova sperimentalmente che un autoket |k) = |j,m*)¢ di p & associato ad autovalore nullo,
la matrice densita p nel sistema di riferimento ruotato S avra un elemento sulla diagonale
nullo

Pmm* = g <]’ m’ p/ ‘j,m*>s = )\m* 5m,m* =0. (349)

Ricordiamo che all’inizio di questa trattazione abbiamo supposto che la risonanza R fosse
una particella con spin J noto, tuttavia si ¢ gid accennato al fatto che in generale la riso-
nanza puo presentarsi in forma di pit particelle, in quel caso p’ & sempre diagonalizzabile,
tuttavia la trasformazione U non & una banale rotazione.

Un terzo metodo per la riduzione della, SDM si basa su un teorema che ora dimostriamo.
Teorema

Data una matrice densitd p (N x N), se per qualche valore di i e j, con i # j, la
disuguaglianza di Schwartz si riduce a

|0i5° = pii ) (3.50)
allora il rango della matrice & minore della dimensione della matrice di almeno un’unita.

Dimostrazione. Consideriamo una matrice 2 X 2, che chiamiamo p, cosi definita

P11 = Piis P22 = Pjj, P12 = Pa1 = Pij- (3.51)
Troviamo gli autovalori di p
det (p— A1) =0, (3.52)
R} o
det (p“* Pij ) —0. (3.53)
Pij Pjj— A
Utilizzando 'ipotesi si ha
0=+ piipjj — Npii + pig) = |pil? = X = Mpii + pjj)- (3.54)

Gli autovalori di p sono quindi A = 0 e A = p;; + pj j, troviamo gli autovettori

e Per A\=0
plno) =0 — i) i (il + 15) pjs Gl + 18} pig G+ 13) o7, (B] D enlk) =0 —
k

— i) piici + 14) pjjci + 1i) piges + 13) pijei = 0. (3.55)
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Data l'ortonormalita dei ket |i) e |7}, tale condizione é soddisfatta se e solo se
i pii+cjpij =0,
cj P+ Cz‘p;j = 0. (3.56)
Moltiplichiamo la seconda equazione per p; ;
¢i pii +¢jpij =0,
pijlcipij + cipig = 0. (3.57)
Il sistema si riduce ad un’equazione, percio

ah =i (1) = 24 1) (3.58)

lh]

Ponendo (ng|ng) =1 si ha

2
1= (14 25 ) o= 2R (3.59)
|pi;] pii + Pi;

Si ha

no) = L2 <ri> o j>) . (3.60)
VPii T P Pij
Dato che in generale p; j & complesso e in virtu dell’ipotesi (3.50) possiamo riscrivere
I’elemento di matrice come segue

Pij = /PPy €. (3.61)

Di conseguenza la (3.60) diventa

Ino) = N (Vs 1) = v/piae ™4 1)) (3.62)

con )
N=—-——. 3.63
VPiit Pjj ( )

e Per A = Piit+ Pjj

pln1) = (pii + pjjz) In1) —
s (18 pa (il + 15) g G+ 16) pig Gl +13) 055 (0] = (pii + pi)I] S e k) =0 —»

k
— i) piici+7) pjijci+1i) pigei+13) pijci—1i) (pii+pjz)ci—13) (pii+pjj)e; = 0.
(3.64)
Tale condizione & soddisfatta se e solo se
Ci pii + €5 pig — Ci (pii + pjg) = ¢ipij — cipj; =0,
cj pjj+cipij —cj(pii+ pjj) = cipij — cjpii = 0. (3.65)

Anche qui, moltiplicando la seconda equazione per p; ; si ha

¢ipjj = ¢ipij =0,

pii(cipj; — ¢ipij) =0, (3.66)
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dunque 'autovettore associato é

N Pig
m) = (m ] m) . (3.67)
l7]
Ponendo (nj|n;) =1 si ha
i v/ Piji
1:Ci2(1+ ij)—)Ci:’. 3.68
i |pi 512 VPii T Pjj (3.68)

Procedendo analogamente al caso A = 0 si ha

1) = N (Vi 1)+ /Bige ™ 1)) (3.69)

p ¢ diagonalizzabile, la matrice diagonalizzante é ottenuta a partire dagli autovettori tro-
vati, questi infatti costituiscono la base ortonormale®? di autovettori di p. Di seguito
costruiamo la matrice diagonalizzante P

P =N [[i) /o35 Gl + 1i) /i (] = 1) /Bie ™ (il + 1) ogge ™ Gl . (3.70)
Nella rappresentazione matriciale si ha

_ \VPi.j \ Pii
P = ( pz‘z‘e_wi’i \/Fe_i‘biaj . (3.71)
b ]7]

A partire dalla matrice diagonalizzante 2 x 2 ottieniamo la matrice N x N cosi definita

Ui=P, Uj=Po, Uji=P,i Ujj=Pa U,m=>0um (n,m#ij).
(3.72)
Applicando la trasformazione
p = UpUT, (3.73)

si ottiene che uno dei due elementi sulla diagonale ( p;z 0 p3-7 j) si annulla poiche la sottoma-
trice p ha rango pari a 1, il che implica (cfr. eq. (3.50)) che anche gli elementi p;j, P;Z Sono
nulli. Il rango di p & certamente minore della dimensione N poiché se la diagonalizzassimo
interamente, tenendo conto che la sottomatrice p é gia diagonale e ha un elemento nullo,
si avrebbe almeno una riga tutta nulla, dunque il rango r sarebbe

r<N-1. (3.74)
0

In questa dimostrazione abbiamo visto come, individuata la sottomatrice p, si costrui-
sce la matrice diagonalizzante 2 x 2, da estendere poi alla matrice, N x N, U . Come
abbiamo detto, avere un minore principale nullo (che soddisfi 'ipotesi del teorema) cor-
risponde ad una sottomatrice p con rango minore della dimensione. Di conseguenza la
SDM p diagonalizzata avra un elemento sulla diagonale nullo, il che corrisponde ad avere
almeno un autovalore nullo e rango minore della dimensione N. Gli elementi di matrice
non nulli possono essere determinati a partire dalla distribuzione angolare dei prodotti di
decadimento della risonanza. Il metodo®® per determinare gli elementi di matrice a partire
dalla distribuzione angolare dei prodotti ¢ stato ideato per la prima volta in ref.[15] ed
applicato alla determinazione dello spin del mesone K.

320sserviamo che (ng|n1) = 0 ed il rango di p ¢ pari a 1 (poiché i vettori riga differiscono per un fattore).
33La descrizione del metodo in ref.[15] va ben al di 14 degli obiettivi di questa tesi ma in sostanze se ne
discute brevemente nelle conclusioni.
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3.2 Una Ulteriore Parametrizzazione di p

Come abbiamo gia detto nel paragrafo precedente, la SDM della risonanza valutata rispetto
la base dei ket {|7,m)} nel riferimento solidale al piano 7’ ¢ legata alla SDM vista nel
riferimento solidale al piano 7 tramite un operatore unitario U, per esse vale

P =UpU. (3.75)

Ricordiamo di stare analizzando reazioni del tipo (3.1), per cui indicando con m il numero
quantico di momento angolare totale J, della particella prodotta ¢ e con [ e I’ il numero
quantico di momento angolare totale J, delle particelle interagenti (a b oppure Ry), gli
elementi di matrice sono

P = D (KIT™pU™ Ky =~ (k| U™ |1) prr (V] U™ [K) =

m m,l,l’

= > URpe U = U prw Uit (3.76)

m,l,l’ m,l,l’

dove abbiamo sommato sugli stati della particella c.

Se U ¢ un evolutore, gli elementi di matrice sono le ampiezze di probabilita del processo
Am
kL

rm m AZ,LZ
(k| O™ |1y = Uy = 2 (3.77)
con
N2 =D ) AmP, (3.78)

m okl
dove N, & scelto tale che la somma delle ampiezze di probabilita relative a tutti i possibili
processi di reazione sia pari a 1 (che corrisponde a porre I'unitarieta di U). Se il numero
di ampiezze indipendenti ¢ N, possiamo parametrizzare gli elementi di matrice p} ,, come

bse'®s con s =1, ..., N. I parametri bs sono definiti sempre a partire da coordinate angolari
di un’ipersfera

b1 = cos B1, bs = senfBscosB, ... (3.79)
i—1 N-1

b; = cosp; H senf;, ... by = H senf3;. (3.80)
j=1 j=1

mentre le fasi ¢ sono reali con ¢; = 0, di conseguenza in generale si hanno 2(N — 1)
parametri indipendenti. In presenza di simmetrie del il sistema studiato il numero di tali
parametri diminuisce.

Utilizzare questa seconda parametrizzazione conviene quando il numero di parametri in-
dipendenti della SDM p’ trasformata & minore del numero di parametri indipendenti della
SDM della risonanza, p. Ricordiamo che il numero di parametri indipendenti pud essere
dedotto a partire dalle misure di momento angolare totale e dalla distribuzione angolare dei
prodotti di decadimento della risonanza; se la risonanza é composta da una sola particella,
il numero di parametri indipendenti coincide col numero di momenti angolari totali possi-
bili per la risonanza®*. Nel caso in cui la risonanza & composta da pii particelle, invece,

34Ge infatti si diagonalizza la matrice, il numero di autovalori coincide con il numero di elementi non
nulli sulla diagonale, che sono i pesi statistici p, associati agli autostati. Se non si misura il momento
angolare totale j7, di conseguenza il peso statistico associato ad esso sard nullo e i parametri indipendenti
saranno N — 1.
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si possono al piil ricavare alcuni elementi di matrice e combinazioni lineari dei restanti.
Le parametrizzazioni introdotte sono del tutto generali e flessibili, sono applicabili sia per
processi governati da interazione forte, che da interazione debole; di seguito riportiamo per
entrambi i casi un esempio di applicazione della parametrizzazione.

3.3 Dwue Applicazioni

3.3.1 Il Caso di Due Particelle con Spin-Parita 1~ e 0%

Trattiamo innanzitutto il decadimento di una risonanza in mesoni vettoriali (spin — 1)
e mesoni pseudoscalari (spin = 0), questo processo avviene per interazione forte, dunque
conserva la parita, il che ci autorizza ad utilizzare la relazione (3.20). La risonanza ¢ da
considerarsi una miscela degli stati di spin associati ai prodotti di decadimento, dunque
una miscela di {|1,1),[1,0), |1, —1),1]0,0,)}s, che sono gli autoket del set {.J, J,/} relativo
al riferimento S’ solidale al piano di produzione dei mesoni. In questo riferimento, la
matrice densitd & diagonale, tuttavia dato che lo scopo & conoscere 'autostato di spin
della risonanza, effettuiamo una rotazione del riferimento da S” a S (solidale al piano di
produzione della risonanza); in questo riferimento la base dei ket relativa al set {.J,.J,}
diventa

g,m Z e li'm) g = i 10,0)g + 1, 1) g + (3.81)
J'm/
+ehly 11,00 + el |1, 1) g = U[R(¢,0,0)] |5, m) g . (3.82)

La matrice densita ha dimensione N = 4, dunque in generale occorrerebbero tre parametri
. . . .11 1,1 . e
angolari, tuttavia gli elementi p; _; e py’; sono uguali (cfr. eq. (3.20)), utilizzeremo

percid due parametri angolari. Se

Gmlpli',m')y = pl? s (3.83)

si ha

0,1 0,0 0, 0,1
Po1  Poo  Poo  Po—1
(3.84)
1,1 0 1,
Po1  Poo  Poo  Po-1
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i 5 —inA G e’y g
Pl = (e = ()T i (3.85)
1
1,1 1,1
P = pli = psenton, (3.86)
pgzg = cos’aysen’as, (3.87)
p(l):(l) = coslaicos’ay, (3.88)
1
AL = o= Lentascomit, 59
1 1,1
Pi’(l) = *pl,’% 0= 786’/10[16080[10080[2008’)/11’(1) 1o, (3.90)
; 5 \/5 s
. 1,0
Pi’g = pi(l) 0= —Senalcosalsenozgcos'yll’gewl,o, (3,91)
b K ﬁ b
1,0
poo = 0. (3.92)

Gli altri termini si possono ricavare da questi sfruttando il fatto che 'operatore densita ¢
autoaggiunto (p = p'). Dunque le considerazioni fatte sulla parita ci hanno permesso di
. . . . . L1 1,1 1,1 1,0 ,1,0
ridurre il numero di parametri indipendenti da 14 a 7 (a1, a2,7-1,719, #100: ¥100> $170)-

Se si considera invece il caso R — 07 17, si ha

1,0 1,0

L0 — TP (3.93)
1 1 1,0 iph?

0’8 = —senalcosalsenagcosvo’gez%’o, (3.94)

V2

due sono necessari due parametri aggiuntivi.

3.3.2 Il Decadimento A, — A J/9

Il decadimento di J/+ in ut e p~ non conserva la paritd, tuttavia il momento angolare
totale si conserva e cid pone dei vincoli per la matrice densita della risonanza. Valutiamo
gli elementi della SDM della risonanza rispetto agli autoket {|A)} dell’elicita p - J (dove
p ¢ il versore momento cinetico di J/v): dato che J(Ay) = J(A) = 1/2 si ha che la
componente del momento angolare di A e Ay lungo asse di moto di J/1 (che chiamiamo
asse z) sard +% 0 —%, in particolare tale componente sara fissata per Ay, mentre per i
momenti angolari dei prodotti si possono avere pitt combinazioni di J,(A) e J,(J/v) che
restituiscono J.(Ap). Se J.(Ap) puo assumere i valori +4 e —3, J.(J/1) potra valere 1,0
o —1. Di seguito descriviamo la matrice densita della risonanza J/v rispetto alla base dei
ket dell’elicita

P11 £1,0 P1,—1

po,1  PoO  PO,-1 (3.95)

pP-11 P-10 P-1,-1

dove, se gli autoket dell’elicita di J/1 sono {|A\)} = {|1),]0),|—1)}, gli elementi di matrice
sono cosl definiti

pax = A[p|\). (3.96)

Se Ay ha un momento angolare fissato supponiamo che questo valga J,(Ap) = %, in questo
caso si possono presentare due situazioni, una in cui J,(A) = 3 e J.(J/¢) = 0 ed una in
cui Jo(A) = —% e J.(J/¢) = 1, viceversa se J.(Ay) = —3 possiamo osservare J,(A) = 5 e
J.(J/¢) = =1 oppure J.(A) = —3 e J.(J/¥) = 0. Dunque per un dato valore di .J;(Ap)
iniziale, si presenteranno per J/i¢ solo due autoket dell’elicita, in particolare |1) e |—1)

)

sono mutuamente esclusivi, di conseguenza i termini fuori diagonale p; 1 = (1,1] p|1, -1
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e p—11 = (1,—1| p|1,1) sono nulli. Per gli altri utilizziamo la prima parametrizzazione
introdotta, si ha

p11 = cos’ay, (3.97)
pop = cos’agsen’ay, (3.98)
p-1,-1 = senaq sen’as, (3.99)
P10 = pal = cosalsenalsen71,06i¢1’°, (3.100)
pP-10 = Po-1= senagcosagsen®ay seny_1 ge'?=10. (3.101)

Anche in questo caso, simmetrie note a priori per il sistema ( conservazione del momento
angolare totale) ci consentono di ridurre il numero di parametri indipendenti da 8 a 6

(a1, 02,71,0,7=1,0, 01,0, P—1,0)-



Conclusioni

3511 lavoro presentato descrive una gamma di applicazioni della matrice densita, a parti-
re da quelle pitt comuni come lo studio di un sistema a spin semintero con orientazione
qualsiasi, a quelle piu inaspettate come lo studio di due fasci polarizzati preparati indi-
pendentemente e incidenti su un filtro polarizzatore. Abbiamo visto che, per sistemi fisici
che si trovano in uno stato puro (ad esempio dello spin), la matrice densita rappresenta un
formalismo alternativo a quello di Schrédinger. Per sistemi il cui stato non & una sovrappo-
sizione coerente di stati puri, ma una miscela statistica, non é possibile esprimere il ket di
stato come combinazione lineare di ket di base; in questi casi 'operatore densita & 1'unico
strumento per studiare il sistema. F’ il caso di un fascio di fotoni composto da due fasci
polarizzati e preparati separatamente, che incide su un filtro polarizzatore; definendo i ket
di stato di polarizzazione dei singoli fotoni e dunque costruendo la matrice densita rispetto
a tale base, € possibile conoscere 'intensita del fascio in uscita dal filtro. Un’altra applica-
zione interessante ¢ lo studio dei sistemi termodinamici; in particolare abbiamo mostrato
come, per due tipologie di ensemble, la matrice densita contiene tutta la fisica del sistema
e le espressioni delle grandezze macroscopiche derivino da p. Infine, nel terzo capitolo
abbiamo analizzato e discusso i contenuti dell’articolo in ref.[12], mostrando come si puo
rappresentare la matrice densita di spin (SDM) associata ad uno stato risonante prodotto
da due particelle interagenti. E’ notevole il fatto che la parametrizzazione introdotta per
un problema specifico di fisica delle particelle restituisca una SDM che ha la stessa forma
della matrice densita associata ad un fascio di fotoni non polarizzato incidente su un filtro
polarizzatore, sebbene si tratti di sistemi fisici nettamente differenti. Possiamo affermare
che quanto descritto nell’ultimo capitolo & un metodo universale per rappresentare la SDM
di risonanze; per concludere discutiamo brevemente ’approccio sperimentale alla misura
degli elementi di matrice. A titolo di esempio consideriamo un processo del tipo (3.1) e
supponiamo di voler misurare spin e distribuzione angolare dei prodotti di decadimento
della risonanza R; data la base di autoket {|j, )} del set di osservabili misurate {.J, J.},
vale la relazione

1 d°Tr i - . ) .
fd6039d¢ = Z Z Z C(]7]/)p‘q]/;i]’nL/D‘Zn7)\<¢7070)D‘77fn’7)\(¢7970)fia’)\b g\C“Ab? (3102)
J

'7]'/ m,m’ Aa,\p

dove

0.1 = =27+ (2 + D]

Diw\(d), 0,0) & un elemento della matrice rappresentativa della rotazione degli angoli ¢ e
0 (rotazione di Eulero) per lo spin j e ff\'m ), un’ampiezza di probabilita di decadimento
ridotta, con Ag, A\p numeri quantici dell’elicita delle particelle interagenti e A = Ay — Ap.
Dalla misura delle ampiezze di decadimento e della distribuzione angolare dei prodotti (e

35Per questa sezione sono stati utilizzati gli articoli [12], |14]
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quindi dalla misura di %dccolzigdqs) ¢ possibile ricavare gli elementi di matrice pfnj lm, invertendo
la relazione (3.102). In generale le ampiezze di probabilita di decadimento ridotte sono
gia note (poiché dipendono dalle particelle interagenti e dall’interazione) oppure vengono
ricavate sperimentalmente se il numero di dati & sufficiente. A rigore cid che si misura
¢ il momento della distribuzione dell’ampiezza di decadimento in funzione degli angoli di
Eulero (0, ¢); e cioé la quantita

H(J,M) = /dQ Dl o(6,0,0)1(0,¢) (3.103)

dove abbiamo indicato con (6, ¢) la distribuzione angolare delle ampiezze di decadimento
(cfr. eq. (3.102)), con Q 'angolo solido, con |j—5'| < J < |j+5'| e M = m+m/. Osserviamo
che la dipendenza di H da J e M é dovuta all’espansione del prodotto delle due matrici
di rotazione (3.102) in termini di una sola matrice D. Il piu delle volte questa integrazione
permette di ricavare la parte reale degli elementi di matrice; quella immaginaria, invece,
é in generale non misurabile. In particolare per i processi che conservano la parita per i
quali si ha

H(J,M) = (-1)MH*(J,-M),
H(J,M)=(-1)MH(J,-M), (3.104)

H(J, M) é reale e quindi non & possibile misurare la parte immaginaria degli elementi di
matrice di p. Inoltre in alcuni casi la (3.102) non ¢ invertibile e questo limita la conoscenza
della parte reale degli elementi di p: tavolta é possibile conoscerne solo alcuni e combina-
zioni lineari dei restanti.

E’ da queste misure che si ricavano i valori dei parametri angolari della parametrizzazio-
ne introdotta nel terzo capitolo. Nel caso in cui sia nota a priori la polarizzazione della
risonanza, ¢ possibile effettuare una rotazione del riferimento (cfr. eqq. (3.41)+(3.46)) in
modo tale che la matrice densita trasformata sia diagonale; nota la matrice di rotazione &
possibile, a partire dai dati sperimentali, ricavare i valori dei parametri angolari della nuova
SDM. In presenza di simmetrie del sistema il numero di parametri liberi diminuisce, inoltre
se € noto che alcuni autovalori sono nulli, & possibile ridurre la SDM ad una sottomatrice
di dimensione minore, pari al rango.

L’efficacia della parametrizzazione introdotta per la SDM di una risonanza risiede nella sua
generalita, essa infatti soddisfa automaticamente le condizioni di non negativita e di trac-
cia unitaria caratteristiche di qualsiasi matrice densita e la sua rappresentazione é adatta
a descrivere qualsiasi stato risonante, a prescindere dal processo che I’ha generato.
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