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Sommario

Nel presente lavoro di tesi ci si propone di indagare la natura quantistica della
realtà fisica partendo dai postulati cardine della teoria sviluppati intorno agli anni
trenta del Novecento per arrivare alle moderne applicazioni.

Si studieranno dunque i concetti di operatore densità, qubit e decomposizione
di Schmidt, utili ad introdurre il fenomeno più accattivante e sorprendente del-
la teoria quantistica, ovvero il fenomeno dell’Entanglement, illustrandone alcuni
esempi. Sarà poi discussa l’entropia di Von Neumann come strumento per quan-
tificare l’Entanglement prima di presentare il problema del paradosso EPR e la
relativa soluzione data dal teorema di Bell. Infine saranno brevemente discussi
alcuni risultati della teoria dell’informazione quantistica moderna ed il suggestivo
Teletrasporto quantistico come sua applicazione.
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Introduzione

Sin dai propri albori, la teoria quantistica, risultò chiaramente anacronistica, ad-
dirittura del tutto inaccettabile per alcuni fisici del tempo. Tra questi oppositori,
anche il celebre A. Einstein fece la sua comparsa, rappresentando in qualche mo-
do la classe di fisici che riteneva la meccanica quantistica una teoria non completa
a causa del suo aspetto probabilistico.
Nel corso dei congressi di Solvay furono numerosi gli attacchi del fisico tedesco
alla teoria dei quanti ma questi vennero tutti prontamente respinti da N. Bohr,
cofondatore e sostenitore della meccanica quantistica. La più aspra e convinta op-
posizione fu quella presentata insieme a Podolski e Rosen: con la pubblicazione
dell’articolo passato alla storia con il nome di Paradosso EPR, Einstein "prese
per la gola il dogma della meccanica quantistica", come fece notare Bohr dopo
aver letto l’articolo. Il paradosso era legato così prepotentemente ai postulati della
meccanica quantistica che accettarne il contenuto significava mettere in dubbio di-
rettamente tutta la teoria dei quanti. La risposta di Bohr coinvolse l’Entanglement,
ovvero un fenomeno di correlazione a distanza tra sistemi senza nessuno scambio
di particelle bosoniche, chiaramente in contrasto con la teoria della relatività di
Einstein.

Fu necessario l’intervento del fisico irlandese John Bell per chiarire senza
equivoci la questione: il teorema da lui formulato (e che porta il suo nome), for-
nisce un modo concreto per valutare la validità di una teoria a variabili nascoste
locali (di cui Einstein era sostenitore) rispetto alla meccanica quantistica. È ne-
cessario chiarire che il teorema di Bell non asserisce che la teoria quantistica sia
la teoria fisica ultima, né tantomeno ne garantisce la correttezza. Il merito del teo-
rema fu quello infatti di fornire credibilità alla teoria dei quanti individuando nella
teoria proposta da EPR una teoria non corretta e quindi da scartare. È importante
dunque comprendere come Bell sia stato il risolutore di questa contesa senza però
fraintendere il reale risultato fisico del suo lavoro.

Con questo elaborato si intende presentare al lettore il fenomeno noto col no-
me di Entanglement, definito come "il tratto più caratteristico della meccanica
quantistica" da E. Schrödinger. Si introdurranno gli elementi matematici, par-



Introduzione 2

tendo dai postulati della meccanica quantistica, per comprendere la natura di ta-
le fenomeno, cercando di descriverlo e, con la definizione dell’Entropia di Von
Neumann, quantificarlo quando possibile. Si mostrerà poi come questo sia sta-
to fondamentale nella risoluzione del paradosso EPR, conducendo al teorema di
Bell e successivamente al fallimento della teoria a variabili nascoste locali. Si
discuterà infine come tale fenomeno, debitamente maneggiato, possa essere alla
base di complesse applicazioni nell’ambito dell’informazione quantistica come il
teletrasporto quantistico.



Capitolo 1

I postulati della meccanica
quantistica

La Meccanica Quantistica è un modello matematico del mondo fisico teorizzata
e sviluppata da diversi fisici nei primi decenni del ventesimo secolo. Per quanto
concerne i sistemi chiusi (ovvero perfettamente isolati), tale modello può essere
completamente descritto asserendo alcuni postulati che rispettivamente specifica-
no il modo in cui sono rappresentati stati, osservabili, misurazioni e dinamica oltre
a specificare il formalismo di combinazione di due sistemi diversi per ottenere un
sistema composito [2] [9].

Postulato 1 - Stati In Meccanica Quantistica, ad ogni sistema è associato uno
spazio di Hilbert. Uno stato del sistema viene descritto mediante un raggio
dello spazio ad esso associato ed esso contiene in sé la completa descrizione
del sistema in esame.

Si ricorda brevemente cosa sia uno spazio di Hilbert:

a) È uno spazio vettoriale sul campo dei numeri complessi C. I vettori dello
spazio sono denotati con |ψ⟩ nella consueta notazione bra-ket di Dirac.

b) È dotato di un prodotto interno indicato con ⟨ψ|φ⟩ che porta una coppia
ordinata di vettori in C e possiede le seguenti proprietà:

i) Positività: ⟨ψ|ψ⟩ > 0 per |ψ⟩ ≠ 0.

ii) Linearità: ⟨ψ|(a |ψ1⟩+ b |ψ2⟩⟩ = a ⟨ψ|ψ1⟩+ b ⟨ψ|ψ2⟩.
iii) Antisimmetria: ⟨ψ|φ⟩ = ⟨φ|ψ⟩∗ (dove con ∗ si è indicato il complesso

coniugato.)

c) È completo secondo la norma indotta dal prodotto scalare ∥ψ∥ = ⟨ψ|ψ⟩1/2.
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Con il termine raggio si intende una classe di equivalenza di vettori che dif-
feriscono tra loro per una costante moltiplicativa complessa non nulla di modu-
lo pari a 1. Per ogni raggio non nullo è allora possibile scegliere un elemento
rappresentativo della classe che abbia norma unitaria:

∥ψ∥ = ⟨ψ|ψ⟩1/2 = 1. (1.1)

Gli stati di un sistema corrispondono dunque a vettori normalizzati e la fase
globale del vettore non ha in generale senso fisico: |ψ⟩ e eiα |ψ⟩ dove |eiα| = 1
descrivono lo stesso stato. Poiché ogni raggio corrisponde ad uno stato possibile,
dati due stati |ψ⟩ e |φ⟩, un terzo stato può essere costruito come combinazione
lineare dei due, dove questa volta è la fase complessiva ad essere fisicamente non
rilevante, mentre la fase relativa è rilevante, formalmente si può scrivere:

a |ψ⟩+ b |φ⟩ = eiα(a |ψ⟩+ b |φ⟩) ̸= a |ψ⟩+ eiαb |φ⟩ . (1.2)

Questa proprietà si esprime in maniera sintetica asserendo che la Meccanica
Quantistica rispetta il Principio di sovrapposizione.

Viene utilizzata poi la notazione ⟨ψ| per indicare un bra (vettore duale o covet-
tore), ossia un’applicazione lineare che porta vettori in numeri complessi, definita
come:

⟨ψ| : |φ⟩ → ⟨ψ|φ⟩ (1.3)

e si è già precedentemente definito il prodotto interno.
Viene infine ricordato che ogni vettore deve avere una dipendenza temporale

in quanto ogni stato fisico deve dipendere verosimilmente dal tempo; nei casi in
cui la dipendenza temporale è rilevante nella trattazione saranno indicati esplici-
tamente gli stati come |ψ⟩ = |ψ(t)⟩.

Postulato 2 - Osservabili Si definisce grandezza osservabile una proprietà di un
sistema fisico che può essere misurata. In Meccanica Quantistica, un’osser-
vabile è rappresentata da un operatore auto-aggiunto nello spazio di Hilbert
associato; lo spettro (sia esso discreto, continuo o misto) dell’osservabile
costituisce il campo dei valori possibili per la grandezza.

Si definisce operatore A un’applicazione lineare che porta vettori in vettori:

A : |ψ⟩ → A |ψ⟩ , A(a |ψ⟩+ b |φ⟩) = aA |ψ⟩+ bA |φ⟩ ; (1.4)

mentre l’operatore aggiunto A† dell’operatore A viene definito attraverso la rela-
zione:

⟨ψ|Aφ⟩ =
〈
A†∣∣φ〉 (1.5)
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valida per tutti i vettori |ψ⟩ e |φ⟩ e dove si è indicato con |Aψ⟩ il vettore A |ψ⟩.
Un operatore viene detto allora auto-aggiunto (o autoaggiunto) se è uguale al suo
aggiunto.

Il motivo fisico per cui ad una grandezza fisica viene associato un operatore
autoaggiunto risiede nel teorema spettrale, secondo il quale gli autostati di un ope-
ratore autoaggiunto in uno spazio di Hilbert formano una base ortonormale com-
pleta per lo spazio. Pertanto, un operatore autoaggiunto A potrà essere espresso
come:

A =
∑
n

anPn (1.6)

dove il simbolo di sommatoria indica la sommatoria su tutti gli autostati e viene
quindi sostituito da un integrale nei casi in cui lo spettro sia continuo (e di conse-
guenza le successive delta di Kronecker dovranno essere sostituite da distribuzioni
delta di Dirac). Gli an sono gli autovalori di A mentre ogni Pn è la proiezione or-
togonale sullo spazio degli autovettori associati all’autovalore an. Per come sono
definiti essi soddisfano le relazioni:

PnPm = δn,mPn

P †
n = Pn

(1.7)

In caso di autovalori non degeneri, il proiettore ortogonale sullo spazio 1-dimensionale
originato dal vettore |ψ⟩ può essere espresso come |ψ⟩⟨ψ| e dunque una rappre-
sentazione spettrale alternativa per A sarà:

A =
∑
n

an |n⟩⟨n| (1.8)

dove |n⟩ è la base ortonormale di autostati di A, con A |n⟩ = an |n⟩.

Postulato 3 - Misurazioni Una misurazione è un processo in cui un osservato-
re applica determinate procedure per ottenere informazioni sul determinato
stato di un sistema. In Meccanica Quantistica, la misurazione di un’os-
servabile A modifica lo stato del sistema portandolo in un suo autostato
e l’osservatore acquisisce il valore dell’autovalore corrispondente. Se lo
stato quantico immediatamente precedente alla misurazione è |ψ⟩, allora
l’autovalore an sarà ottenuto con una probabilità pari a:

P(an) = ∥Pn |ψ⟩∥2 = ⟨ψ|Pn|ψ⟩ (1.9)

Questo postulato è molto importante poiché mostra in maniera esplicita come le
predizioni della Meccanica Quantistica anche per esperimenti ideali siano proba-
bilistiche e non deterministiche.
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Se una misura di A effettuata sullo stato |ψ⟩ fornisce il risultato an, allora lo
stato quantico normalizzato subito dopo la misurazione sarà:

Pn |ψ⟩
∥Pn |ψ⟩∥

. (1.10)

Se la misurazione viene immediatamente ripetuta, allora secondo questa regola
si dovrà ottenere lo stesso identico risultato con probabilità unitaria. Se molti
sistemi preparati identicamente, ciascuno descritto dallo stato |ψ⟩, subiscono una
misurazione, allora il valore di aspettazione del risultato sarà:

⟨A⟩ ≡
∑
n

anP(an) =
∑
n

an ⟨ψ|Pn|ψ⟩ = ⟨ψ|A|ψ⟩ . (1.11)

Postulato 4 - Dinamica La dinamica descrive come un sistema si evolve nel
tempo. In Meccanica Quantistica, l’evoluzione temporale di un sistema
chiuso è descritta da un operatore unitario.

Si ricorda che un operatore è definito unitario se accade che A†A = 1 o, equiva-
lentemente, se esso conserva il prodotto interno tra due vettori.

Nella formulazione della dinamica proposta da E. Schrödinger, se lo stato ini-
ziale del sistema al tempo t è |ψ(t)⟩, lo stato finale |ψ(t′)⟩ al tempo t′ può essere
espresso come:

|ψ(t′)⟩ = U(t′, t) |ψ⟩ (1.12)

dove U(t′, t) è l’operatore unitario di evoluzione temporale. L’evoluzione tempo-
rale infinitesima è invece descritta attraverso l’equazione di Schrödinger:

ih̄
d

dt
|ψ(t)⟩ = H(t) |ψ(t)⟩ , (1.13)

in cui H(t) è un operatore autoaggiunto, chiamato Hamiltoniano del sistema poi-
ché gli autovalori ad esso associato rappresentano gli stati energetici possibili del
sistema, riprendendo quindi il concetto di Hamiltoniano della meccanica classica.
Al primo ordine nella quantità infinitesima dt, l’equazione di Schrödinger può
essere riscritta come:

|ψ(t+ dt)⟩ = 1

h̄
(I − iH(t)dt) |ψ(t)⟩ . (1.14)

È facile verificare che l’operatore U(t+dt , t) ≡ I− iH(t) dt è dunque unitario,
banalmente perché l’operatore H è autoaggiunto. Dato che il prodotto di operato-
ri unitari è esso stesso unitario, l’evoluzione temporale governata dall’equazione
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di Schrödinger per un lasso di tempo finito sarà identificata da un operatore ancora
unitario. Nel caso particolare in cui H sia indipendente dal tempo, l’operatore di
evoluzione temporale per intervalli finiti è esprimibile semplicemente nella forma
U(t′, t) = e−i(t′−t)H .

Postulato 5 - Sistemi compositi Sia HA lo spazio di Hilbert degli stati del siste-
ma A e sia HB lo spazio di Hilbert degli stati del sistema B. Lo spazio
di Hilbert degli stati del sistema composito AB sarà il prodotto tensoriale
HA ⊗ HB . Se il sistema A è preparato nello stato |ψ⟩A ed il sistema B
è preparato nello stato |ψ⟩B , allora lo stato del sistema composito sarà il
prodotto tensoriale |ψ⟩A ⊗ |ψ⟩B .

Il prodotto tensoriale agisce in modo tale che se |i⟩A denota una base ortonormale
per HA e |µ⟩B una base ortonormale per HB , allora gli stati |i, µ⟩AB ≡ |i⟩A⊗|µ⟩B
sono una base ortonormale per lo spazio HA ⊗ HB , dove il prodotto interno su
HA ⊗HB è definito dalla relazione:

⟨i, µ|AB |j, ν⟩AB = δi,jδµ,ν . (1.15)

In tal senso, per indicare stati di sistemi compositi, si adotterà indistintamente una
delle notazioni equivalenti:

|i⟩A ⊗ |µ⟩B ≡ |iAµB⟩ ≡ |i, µ⟩AB ≡ |i, µ⟩ ≡ |iµ⟩ (1.16)

Successivamente, si può definire come prodotto tensoriale operatoriale MA ⊗
NB l’operatore che applica MA al sistema A e NB al sistema B. Matema-
ticamente, dunque, l’azione di tale operatore sulla base |i, µ⟩AB è esprimibile
come:

MA ⊗NB |i, µ⟩AB = MA |i⟩A ⊗NB |µ⟩B
=
∑
j,ν

|j, ν⟩ (MA)ji(NB)νµ. (1.17)

Seguendo le definizioni, un operatore che agisca banalmente sul sistema A può
essere facilmente denotato con IA⊗NB , dove IA è l’identità su HA . Allo stesso
modo un operatore che agisca banalmente su B si denota con MA ⊗ IB .

I cinque assiomi appena enunciati forniscono una descrizione matematica com-
pleta della Meccanica Quantistica. Essi non sono univoci ed esistono diverse
formulazioni che prevedono diversi postulati.

Lo studio attento di tali postulati porta, però, ad osservare alcune differenze
rispetto alla consueta descrizione classica della Natura: la prima è che l’equazione
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per la dinamica (ovverosia l’equazione di Schrödinger) sia lineare, mentre nella
meccanica classica le evoluzioni temporali dei sistemi sono governate da equazio-
ni non lineari; la seconda, e più curiosa, differenza è che vengono presentati due
modi profondamente differenti di cambiare lo stato di un sistema. L’evoluzione
temporale ha una forma chiaramente deterministica poiché è completamente de-
scritto dall’applicazione di un operatore unitario, il quale fa sì che noto lo stato
iniziale |ψ(t = 0)⟩ allora sarà esattamente deducibile lo stato |ψ(t)⟩ ad un istante
di tempo t successivo. Dall’altra parte tuttavia, il processo di misurazione è una
procedura esclusivamente probabilistica: la teoria non permette infatti di predi-
re i risultati di una misurazione ma soltanto di assegnare ad essi una probabilità.
Chiaramente ciò è tremendamente strano, poiché non si comprende il motivo per
il quale il processo di misurazione debba essere governato da leggi fisiche così
diverse da quelle che prevedono altri processi, come quello di evoluzione del si-
stema. Questa peculiarità condusse a sentimenti contrastanti nei confronti della
Meccanica Quantistica, la quale non riesce a spiegare perché il processo di misura
sia soggetto ad una natura totalmente probabilistica ed addirittura introduce il con-
cetto stesso come assioma della teoria. Questa incongruenza, raccolta ed ampliata
insieme ad altri fenomeni difficilmente spiegabili sotto il nome di problema della
misura, fu alla base delle più profonde critiche mosse contro la teoria, additata
pertanto come incompleta.

Ciononostante, i dati sperimentali fino ad oggi raccolti sono nettamente in
favore della teoria dei quanti, che risulta essere la teoria meglio verificata e di
maggior successo nella storia della scienza e riveste un ruolo essenziale nella fisica
moderna, costituendone le fondamenta.



Capitolo 2

Le miscele statistiche e l’operatore
densità

I postulati finora osservati nel primo capitolo sono stati enunciati considerando
solo sistemi di cui lo stato fosse perfettamente noto e di essi si è visto come ef-
fettuare misurazioni o studiarne l’evoluzione temporale. In generale, tali stati so-
no preparati con metodologie specifiche ed il loro vettore di stato viene ottenuto
operando una misura massimale su di un set completo di osservabili compatibi-
li (o, equivalentemente, commutanti). Più in generale lo stato fisico del sistema
non è sempre perfettamente conosciuto. Ci si propone dunque in questi casi di
massimizzare l’utilizzo possibile di questa informazione parziale introducendo un
oggetto matematico significativamente utile, ovvero l’operatore densità, capace
di facilitare notevolmente l’applicazione simultanea dei postulati della Meccanica
Quantistica e dei risultati della teoria del calcolo probabilistico. Occorre però ca-
pire prima il formalismo con cui trattare questi sistemi non completamente definiti
per comprendere il funzionamento di tale oggetto [7] .

2.1 Miscele statistiche di stati
Classicamente, quando non si ha informazione completa riguardo ad un sistema,
si fa riferimento al concetto di probabilità. In Meccanica Quantistica è possibile
trattare sistemi in cui lo stato non sia perfettamente definito, bensì ci si trova nella
configurazione in cui lo stato del sistema può essere |ψ1⟩ con probabilità p1, |ψ2⟩
con probabilità p2, etc... Chiaramente, poiché si tratta con probabilità è richiesta
la condizione di normalizzazione

p1 + p2 + ... =
∑
k

pk = 1. (2.1)
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In questa situazione si dice che si opera con una miscela statistica [21] di stati |ψ1⟩,
|ψ2⟩, ..., con probabilità p1, p2, ... Per ognuno di questi stati valgono i postulati
descritti in precedenza, ma bisogna fare attenzione a come si maneggiano i risul-
tati delle misurazioni effettuate sul sistema. Si ipotizzi ad esempio che il sistema
si trovi in un certo stato |ψk⟩: per quanto detto tale possibilità ha una probabilità
pari a pk ed è quindi logico immaginare che i risultati ottenuti da una misurazione
su un siffatto sistema debbano essere pesati dai vari pk, per poi essere sommati su
tutti gli stati possibili della miscela statistica (ovverosia su tutti i valori di k).

Vanno però puntualizzate alcune caratteristiche. In primo luogo è opportuno
osservare che i vari stati |ψ1⟩, |ψ2⟩, ..., che compongono la miscela statistica non
sono necessariamente ortogonali. Tuttavia, è sempre possibile assumere che essi
siano normalizzati (per quanto detto nel primo capitolo sulle classi di equivalenza
dei raggi nello spazio di Hilbert) ed in questo contesto si opera questa assunzio-
ne per semplificare la trattazione. Si nota poi come in questa configurazione di
miscela le probabilità intervengono su due livelli concettualmente diversi ma non
sempre separabili:

• Nell’informazione iniziale sulla "composizione" della miscela che definisce
il sistema;

• Nei risultati relativi alla misurazione (i quali restituiscono esclusivamen-
te predizioni probabilistiche anche nei casi in cui lo stato del sistema sia
perfettamente noto).

Si può osservare che tutti i casi presi in esame finora in cui lo stato del sistema
era completamente noto possono essere descritti mediante una miscela statistica
in cui tutte le pk sono nulle ad eccezione di una sola che sarà pari ad 1, ovvero che
dia lo stato certo.

È opportuno specificare che un sistema descritto da una miscela statistica di
stati |ψk⟩ ognuno con probabilità pk NON È equivalente ad un sistema il cui stato
|ψ⟩ è una sovrapposizione lineare di stati1:

|ψ⟩ =
∑
n

cn |ϕn⟩. (2.2)

In Meccanica Quantistica, quando un sistema è in uno stato descritto dalla (2.2)
viene spesso detto che "il sistema ha probabilità |ck|2 di essere nello stato |ϕk⟩".
Questa affermazione è leggermente fuorviante: in realtà |ck|2 rappresenta la pro-
babilità che, se effettuata una serie di misurazioni su di un set completo di osser-
vabili compatibili che abbiano |ϕk⟩ come uno dei possibili autovettori comuni, il

1Si assume nel seguito della trattazione che gli stati |ϕn⟩ siano ortonormali. Tale ipotesi non è
essenziale ma semplifica notevolmente la discussione.
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risultato sia un set di autovalori corrispondenti allo stato |ϕk⟩ stesso. Ovviamen-
te, questo non ha nulla in comune con le miscele statistiche. Separare dunque il
concetto di miscela statistica da quello di sovrapposizione lineare di stati è di im-
portanza fondamentale. Si possono riscontrare evidenze teoriche della differenza
tra le due configurazioni semplicemente comparandone i risultati come proposto
nell’Appendice A. Si vede facilmente, infatti, che esistono effetti di interferenza
quantisticamente notevoli tra gli stati di una sovrapposizione lineare, che non so-
no invece presenti in una miscela statistica. Quest’ultima non potrà quindi essere
descritta attraverso un vettore di stato medio sovrapposizione dei diversi stati |ψk⟩.

2.2 L’operatore densità negli stati puri
Dopo aver introdotto il concetto di miscela statistica (ed aver osservato le diffe-
renze rispetto ad una sovrapposizione lineare), si scopre quanto questa sia comoda
per introdurre il già presentato operatore densità.

In generale, per studiare il comportamento di una miscela, come visto, basta
calcolare le predizioni sui singoli stati |ψ⟩ che la compongono per poi farne la
somma pesata su tutti i k, utilizzando come pesi le probabilità pk associate ai
relativi stati. Tale metodo, pur essendo corretto e semplice in linea di principio,
può condurre a calcoli tediosi, particolarmente lunghi e non sempre banali.

Come già detto, però, non è possibile per una miscela introdurre un "vettore di
stato medio" ed è per questo che si definisce un "operatore medio" che permette
una descrizione più semplice e immediata della miscela statistica di stati: per
l’appunto, l’operatore densità.

Risulta più semplice, prima di affrontare la trattazione completa e generale,
descrivere dapprima un caso più semplice in cui lo stato del sistema sia perfetta-
mente noto. Come già detto, questa configurazione può essere descritta attraverso
il concetto di miscela statistica ipotizzando che siano nulle tutte le pk ad eccezione
di una che abbia valore unitario, e si dice in questo caso che il sistema si trova in
uno stato puro.

Di seguito si mostrerà come la descrizione attraverso i vettori di stato è di fatto
equivalente ad una descrizione che caratterizzi il sistema con un operatore agente
sullo spazio degli stati, che ovviamente prenderà il nome di operatore densità, per
poi osservare (nella sezione successiva) come tale operatore semplifichi notevol-
mente la trattazione nel caso delle miscele fornendo formule che abbiano la stessa
identica forma per entrambe le casistiche.

Si ricorda brevemente che se {|un⟩} è una base ortonormale nello spazio degli
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stati (assunta per semplicità discreta2), allora il sistema avrà un vettore di stato
all’istante di tempo t esprimibile come:

|ψ(t)⟩ =
∑
n

cn(t) |un⟩ , (2.3)

dove i coefficienti cn(t) soddisfano la relazione:∑
n

|cn(t)|2 = 1, (2.4)

che semplicemente esplicita il fatto che il vettore di stato sia normalizzato.
Se A è un’osservabile potrà essere descritta nella base {|un⟩} attraverso la matrice
associata di elementi:

⟨un|A|up⟩ ≡ Anp, (2.5)

grazie alla quale si può esprimere facilmente il valore di aspettazione di A all’i-
stante t come:

⟨A⟩ (t) ≡ ⟨ψ(t)|A|ψ(t)⟩ =
∑
n,p

c∗n(t)cp(t)Anp (2.6)

Si ricorda infine che l’evoluzione temporale del sistema è governata dall’equazio-
ne di Schrödinger (1.13) applicata allo stato |ψ(t)⟩.

La relazione (2.6) mostra che i coefficienti cn(t) compaiono nel valore di
aspettazione tramite espressioni quadratiche miste del tipo c∗n(t)cp(t) . Osservan-
do questi oggetti con attenzione si può vedere come essi siano più semplicemente
gli elementi di matrice dell’operatore di proiezione sul ket |ψ(t)⟩, ovverosia l’o-
peratore |ψ(t)⟩⟨ψ(t)|. Questo si nota banalmente calcolando proprio gli elementi
di matrice:

(|ψ(t)⟩⟨ψ(t)|)pn ≡ ⟨up|(|ψ(t)⟩⟨ψ(t)|)|un⟩
= ⟨up|ψ(t)⟩ ⟨ψ(t)|un⟩ = c∗n(t)cp(t).

(2.7)

Compare, quindi, in modo abbastanza naturale, l’idea di maneggiare questo nuovo
operatore, che prende il nome di operatore densità e viene definito dalla relazione:

ρ(t) = |ψ(t)⟩⟨ψ(t)| . (2.8)

In ogni determinata base {|un⟩}, l’operatore densità viene rappresentato da una
matrice denominata matrice densità la cui definizione è formalmente identica alla
(2.7):

ρpn ≡ ⟨up|ρ(t)|un⟩ = c∗n(t)cp(t). (2.9)

2Il passaggio al caso continuo prevede che tutte le sommatorie diventino integrali e
contestualmente i simboli delta di Kronecker diventino distribuzioni delta di Dirac.
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Si vuole adesso mostrare che la conoscenza di ρ(t) è sufficiente per caratteriz-
zare completamente lo stato quantico del sistema, e dunque che le due trattazioni
sono equivalenti. A tal fine basta dimostrare che l’operatore densità consente di
calcolare tutte le predizioni fisiche ottenibili conoscendo lo stato del sistema (2.3),
ovverosia basta calcolare e riscrivere le equazioni (2.4), (2.6) e (1.13) in termini
di ρ(t).

Confrontando la (2.4) con la (2.9), risulta banale riscriverla come:∑
n

|cn(t)|2 =
∑
n

c∗n(t)cn(t) =
∑
n

ρnn(t) ≡ Tr{ρ(t)} = 1, (2.10)

(dove con Tr{} si indica la traccia della matrice associata all’operatore tra paren-
tesi) che mostra come la condizione di normalizzazione si traduca semplicemente
nella richiesta di avere traccia unitaria per la matrice densità.

Con gli stessi accorgimenti si vede anche la (2.6) si può scrivere come3:

⟨A⟩ (t) =
∑
n,p

⟨up|ρ(t)|un⟩Anp

=
∑
n,p

⟨up|ρ(t)|un⟩ ⟨un|A|up⟩

=
∑
p

⟨up|ρ(t)A|up⟩

=
∑
p

(ρ(t)A)pp

= Tr{ρ(t)A}. (2.11)

Infine, si vede anche che l’evoluzione temporale dell’operatore densità può
essere ricavata molto facilmente dall’equazione di Schrödinger (1.13):

d

dt
ρ(t) =

(
d

dt
|ψ(t)⟩

)
⟨ψ(t)|+ |ψ(t)⟩

(
d

dt
⟨ψ(t)|

)
=

1

ih̄
H(t) |ψ(t)⟩⟨ψ(t)| − 1

ih̄
|ψ(t)⟩⟨ψ(t)|H(t)

=
1

ih̄
[H(t),ρ(t)]. (2.12)

Si è pertanto facilmente mostrato come si trasformano le leggi della conservazione
della probabilità (2.4), del valore di aspettazione per un’osservabile A (2.6) e

3Per ottenere il risultato seguente si fa uso della cosiddetta risoluzione all’identità che prevede
che valga

∑
k |uk⟩⟨uk| = I se {|uk⟩} è una base dello spazio.
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dell’evoluzione temporale (1.13), scritte finora in dipendenza al vettore di stato,
in termini dell’operatore densità, riassumibili nelle equazioni:

Tr{ρ(t)} = 1,

⟨A(t)⟩ = Tr{Aρ(t)} = Tr{ρ(t)A},

ih̄
d

dt
ρ(t) = [H(t),ρ(t)].

(2.13)
(2.14)

(2.15)

Per uno stato puro, dunque, la trattazione attraverso l’operatore densità è del
tutto equivalente a quella che tiene conto dei vettori di stato: come quest’ulti-
mo, l’operatore densità contiene tutta l’informazione fisicamente significante del
sistema. Esistono poi diversi vantaggi nell’operare la prima trattazione.

Dalla definizione stessa (2.8) si vede, innanzitutto, come utilizzare l’operatore
densità elimini del tutto gli strascichi numerici correlati alla presenza di una fase
globale per il vettore di stato: è lampante infatti che a |ψ(t)⟩ ed a eiθ |ψ(t)⟩ (con
θ numero reale) sia associato il medesimo operatore densità. Inoltre, dalle leggi
appena riportate si può notare come esse siano lineari rispetto all’operatore stesso,
mentre le rispettive leggi per l’operatore di stato sono invece quadratiche.

In questo caso specifico, infine, si presentano alcune proprietà di ρ(t) imme-
diatamente deducibili dalla sua definizione, ovvero il fatto che è Hermitiano:

ρ†(t) = ρ(t), (2.16)

idempotente:
ρ2(t) = ρ(t), (2.17)

ed il suo quadrato ha traccia unitaria:

Tr
{
ρ2(t)

}
= Tr{ρ(t)} = 1. (2.18)

Queste due ultime relazioni derivano direttamente dal fatto che ρ(t), nel caso di
uno stato puro, è un proiettore. Si vedrà in seguito che esse non saranno veri-
ficate per le miscele statistiche di stati e pertanto il loro verificarsi è condizione
necessaria e sufficiente affinché si possa definire puro lo stato in esame [21].

2.3 L’operatore densità nelle miscele statistiche
Si può ora considerare il caso più generale, ovvero quello di un sistema per il
quale le probabilità p1, p2, ..., pk, ... siano del tutto arbitrarie, pur mantenendo le
condizioni di consistenza per le probabilità:

0 ≤ p1, p2, ..., pk, ... ≤ 1∑
k

pk = 1. (2.19)
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Sotto tali condizioni, per calcolare la probabilità P(an) che la misura di un’os-
servabile A restituisca l’autovalore an, si procede calcolando le probabilità che il
risultato della misura sia an per ogni stato che compone la miscela:

Pk(an) = ⟨ψk|Pn|ψk⟩ , (2.20)

per poi sommare su k le diverse Pk(an) pesandole con le rispettive pk:

P(an) =
∑
k

pkPk(an). (2.21)

Ognuno dei diversi |ψk⟩ può essere considerato come uno stato puro e pertan-
to, dalla (2.14) si ottiene facilmente:

Pk(an) = Tr{ρkPn}, (2.22)

dove è stato posto:
ρk = |ψk⟩⟨ψk| . (2.23)

Sostituendo pertanto nella (2.21), si avrà:

P(an) =
∑
k

pk Tr{ρkPn}

= Tr

{∑
k

pkρkPn

}
= Tr{ρPn}, (2.24)

dove è stato definito l’operatore densità del sistema ρ come:

ρ =
∑
k

pkρk. (2.25)

Si è visto quindi come la linearità delle formule che fanno uso dell’operatore den-
sità permette di introdurre questo nuovo oggetto anche per le miscele statistiche,
per le quali si rivelerà ancora più utile.

È immediato verificare che ρ è un operatore Hermitiano essendo una somma
di operatori Hermitiani pesati da coefficienti reali come le pk.

Calcolando la traccia di ρ si ottiene facilmente:

Tr{ρ} = Tr

{∑
k

pkρk

}
=
∑
k

pk Tr{ρk}, (2.26)
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ma come si è visto nella (2.13) gli operatori densità per stati puri hanno traccia
unitaria e dunque la precedente (ricordando anche le (2.19)) si riduce a:

Tr{ρ} =
∑
k

pk = 1, (2.27)

pertanto, anche nel caso generale l’operatore densità ha traccia unitaria.
Con questo nuovo oggetto è possibile anche calcolare il valore atteso di un

operatore A generalizzando la (2.14) al caso delle miscele statistiche:

⟨A⟩ =
∑
n

anP(an) =
∑
n

anTr{ρPn}

= Tr

{
ρ
∑
n

anPn

}
= Tr{ρA}. (2.28)

Si può, in seguito, anche calcolare l’evoluzione temporale per il caso generale.
Sia assunta l’ipotesi che l’Hamiltoniano H(t) del sistema sia, al contrario dello
stato, noto. Si può dimostrare che, se all’istante iniziale t0 lo stato del sistema è
descritto da una miscela statistica e dunque ha probabilità pk di trovarsi nello stato
|ψk(t0)⟩ = |ψk⟩, allora ad un certo istante di tempo t successivo avrà la medesima
probabilità pk di trovarsi nello stato |ψ(t)⟩ dato dall’equazione di Schrödinger
(1.13):

ih̄
d

dt
|ψk(t)⟩ = H(t) |ψk(t)⟩ . (2.29)

L’operatore densità all’istante t sarà pertanto definito come:

ρ(t) =
∑
k

pkρk(t), (2.30)

dove
ρk(t) = |ψk(t)⟩⟨ψk(t)| . (2.31)

Riprendendo la (2.15) applicata a ρk(t), e sfruttandone la linearità è allora banale
osservare che vale:

ih̄
d

dt
ρ(t) = [H(t),ρ(t)], (2.32)

che in questa forma del tutto generale prende il nome di equazione di Liouville-
von Neumann[9] poiché presenta la stessa forma dell’equazione del moto per la
distribuzione di probabilità nello spazio delle fasi in meccanica statistica classica
[18] .

Si è allora mostrato che è possibile generalizzare tutti i risultati ottenuti nel
caso di uno stato puro per un caso più generale di miscela statistica.
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Questo dunque consente, di fatto, di eliminare la distinzione a priori tra stato
puro e miscele statistiche, fornendo uno strumento unico (l’operatore densità, ap-
punto) che consenta di rappresentare in maniera unificata sia il caso in cui lo stato
iniziale del sistema sia completamente specificato, sia la situazione più generale
di una mistura [9] .

Osservando, però, che ρ non è più un proiettore si deduce che, per le miscele
statistiche, non vale la (2.17) e pertanto si ottiene:

ρ2 ̸= ρ (2.33)

In particolare risulta non vera anche la prima uguaglianza della (2.18) e si deduce
conseguentemente alla precedente4:

Tr
{
ρ2
}
≤ 1. (2.34)

Come ultima proprietà, direttamente dalla definizione (2.25), si dimostra che
preso un qualsiasi ket |ϕ⟩ si avrà:

⟨ϕ|ρ|ϕ⟩ =
∑
k

pk ⟨ϕ|ρk|ϕ⟩ =
∑
k

pk|⟨ϕ|ψk⟩|2, (2.35)

e di conseguenza:
⟨ϕ|ρ|ϕ⟩ ≥ 1, (2.36)

che mostra il fatto che ρ è un operatore positivo.

4A sostegno delle (2.33) e (2.34) si presenta un esempio: si assuma che gli stati |ψk⟩ siano
ortonormali. In una base ortonormale per lo spazio che includa tali |ψk⟩, l’operatore ρ è diagonale
ed i suoi elementi sono proprio i pk; pertanto ρ2 sarà essa stessa diagonale con elementi p2k. Tali
relazioni sono pertanto conseguenza del fatto che i pk sono tutti minori di 1 (a meno di trovarsi in
un caso puro in cui solo uno sia non nullo e pari dunque ad 1).



Capitolo 3

Il Qubit e l’Entanglement

Quanto visto finora è essenzialmente la base su cui si fonda la teoria quantisti-
ca, ma ne rappresenta solo una piccola parte. Infatti, tutto quello finora discus-
so è valido per sistemi chiusi, incapaci di scambiare con l’ambiente né energia
né informazione. Banalmente, si comprende che i sistemi chiusi rappresentano
un’idealizzazione e non sono realmente replicabili perché è impossibile isolare
perfettamente un sistema.

Questo problema mostra inequivocabilmente la necessità di ampliare la di-
scussione della Meccanica Quantistica su spazi non banali in interazione tra loro;
il più "piccolo" spazio di Hilbert non banale è quello di dimensione due.

Per cercare di studiare il comportamento quantistico di un sistema aperto si
discuterà dunque il comportamento di due sistemi chiusi interagenti, in cui uno
dei due potrebbe rappresentare l’ambiente esterno al primo.

In analogia con la teoria dell’informazione classica, in cui l’unità di informa-
zione è chiamata bit, nella teoria dell’informazione quantistica (prima storicamen-
te a trattare determinati oggetti) un vettore in uno spazio di Hilbert bidimensionale
è chiamato qubit (talvolta reso anche come Q-bit, in entrambi i casi contrazione
di Quantum-bit) e rappresenta l’unità di informazione per tale teoria.

Il qubit è pertanto il più semplice sistema quantistico non banale. In uno spazio
di Hilbert bidimensionale può essere identificata una base ortonormale, indicabile
(sempre per analogia con la teoria dell’informazione classica) con la notazione
{|0⟩ , |1⟩}; il vettore di stato normalizzato più generico possibile avrà quindi la
forma:

|ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩ , (3.1)

dove α e β sono due coefficienti complessi che soddisfano la relazione di norma-
lizzazione |α|2 + |β|2 = 1.

Effettuando una misurazione sul sistema, lo stato verrà proiettato sui vettori
della base, ottenendo il vettore |0⟩ con probabilità |α|2 ed il vettore |1⟩ con proba-
bilità |β|2. Ciò, come visto nei postulati, disturberà irreversibilmente il sistema (a
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meno che uno dei due coefficienti non sia nullo) e misurazioni ripetute successive
alla prima restituiranno il medesimo risultato di questa con probabilità unitaria.

Pertanto, se lo stato del qubit è inizialmente ignoto, non vi è alcun modo di
determinare i valori dei coefficienti α e β con una singola misurazione; al massimo
un qubit potrà essere preparato in uno stato noto che sia uno di quelli della base.

Si consideri un bit classico: per come è definito esso potrà assumere solo uno
tra i valori 0 ed 1. Si immagini ora un bit "probabilistico" classico, ovvero sia
un bit non noto ma che può assumere il valore 0 con una certa probabilità p ed
il valore 1 con una probabilità q = 1 − p; si potrebbe pensare che questo tipo di
oggetto sia identico o comunque equiparabile ad un qubit, ma così non è. Una
volta osservato (alias misurato) il valore corretto del bit probabilistico classico, si
acquisisce dell’informazione con assoluta certezza, senza che l’osservatore possa
influenzarla in alcun modo. Misurare un qubit, invece, come si è visto, di fatto fa
collassare il suo valore, rivelando in realtà nulla sulla sua effettiva natura iniziale.
Per comprendere ancora meglio questa differenza si può discutere un esempio
pratico di natura fisica.

3.1 Spin-12 e sistemi aperti
L’equazione (3.1) è formalmente identica all’equazione di stato dello spin asso-
ciato ad una particella con spin-1

2
(come elettroni, protoni, etc...). Gli autostati

|0⟩ e |1⟩ possono infatti essere interpretati come gli stati |↑⟩ (spin up) e |↓⟩ (spin
down) lungo un certo asse.

Si considerino pertanto a titolo d’esempio i qubit del tipo:

|±⟩ = 1√
2
(|↑z⟩ ± |↓z⟩) (3.2)

dove |↑z⟩ e |↓z⟩ sono gli autostati dell’operatore σz, l’osservabile di spin lungo
l’asse z. Dalla teoria quantistica dello spin risulta che gli stati |±⟩ sono gli au-
tostati dell’operatore σx, l’osservabile di spin lungo l’asse x, con autovalori ±1,
e pertanto la loro fase relativa ha conseguenze osservabili. In particolare, se si
effettua una misurazione di σz su uno degli stati |±⟩ si otterrà lo stato |↑z⟩ con
una probabilità 1/2 o lo stato |↓z⟩ con la stessa probabilità. Allo stesso modo,
considerando uno stato del tipo:

|ψ⟩ = 1√
2
(|+⟩+ |−⟩), (3.3)

se si effettua una misurazione di σx su uno tale stato si otterrà lo stato |+⟩ con una
probabilità 1/2 o lo stato |−⟩ con la stessa probabilità. Risulta di particolare inte-
resse osservare una misurazione dello spin dello stato |ψ⟩ lungo l’asse z: se quelli
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considerati nella trattazione fossero bit probabilistici classici, allora per ognuno
dei due stati possibili lungo l’asse x si avrebbe probabilità 1/2 che lo spin sia up
e probabilità 1/2 che lo spin sia down lungo l’asse z. Per i qubit, però, il risultato
è differente: sommando le definizioni di stato |+⟩ e stato |−⟩ si osserva che lo
stato descritto dalla (3.3) non è altro che lo stato |↑z⟩. Pertanto, in tale stato, la
misurazione di σz restituirà sempre (o, volendo, con probabilità unitaria) lo stato
|↑z⟩ e mai (o con probabilità nulla) lo stato |↓z⟩.

In questo modo semplice si è efficacemente dimostrato che i qubit non si som-
mano nello stesso modo in cui, invece, si sommano i bit classici: questo fenomeno
prende il nome di interferenza quantistica. L’insorgere di questo tipo di fenomeno
può essere spiegato dal fatto che si stanno effettuando osservazioni su un sistema
composto da due qubit mentre le misure sono effettuate su uno solo di essi, che
di fatto cosituisce un sistema aperto. In tali condizioni, gli assiomi che reggono
la Meccanica Quantistica enunciati nel primo capitolo perdono di validità, poiché
formulati per sistemi chiusi; in particolare:

• gli stati non sono in generale raggi;

• le misure non sono proiezioni ortogonali;

• l’evoluzione temporale non è unitaria.

Si vedrà allora come generalizzare questi concetti per sistemi compositi.

3.2 La correlazione quantistica: l’Entanglement
Il singolo qubit presentato nel paragrafo precedente costituisce comunque un si-
stema estremamente semplice. Ai fini dell’indagine sui sistemi aperti, come già
detto, bisogna studiare sistemi composti da un numero maggiore di qubit poiché
possono rappresentarne una buona approssimazione teorica. Riportando l’ana-
logia tra un qubit ed una particella con spin-1

2
, è possibile costruire un sistema

composto da due qubit, partendo dalla teoria della somma di momenti angolari
[18]: dati due sistemi indipendenti con momenti angolari rispettivamente j1 e j2,
essi si compongono in un sistema di momento angolare totale j. I valori pos-
sibili per il numero quantico j appartengono all’intervallo discreto [jmin, jmin +
1, ..., jmax − 1, jmax] con jmin = |j1 − j2| e jmax = j1 + j2.

Il sistema composito può essere completamente caratterizzato dai due numeri
quantici {j,mj}, conmj che può assumere i valori discreti [−j,−j+1, ..., j−1, j]
e pertanto ad ogni valore di j saranno associati (2j + 1) valori possibili per mj .

Un sistema composto da due qubit interagenti può, pertanto, essere costruito
in completa analogia ad un sistema formato da due particelle di spin-1

2
: si avrà
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j1 = j2 = 1/2 e, conseguentemente, j = 0, 1. Calcolando allora i coefficienti di
Clebsch-Gordan è possibile scrivere le configurazioni possibili dei due qubit nella
nuova base |jmj⟩:

|↑1↑2⟩ = |1 1⟩ ,
|↓1↓2⟩ = |1 − 1⟩ ,
|↑1↓2⟩ = a |1 0⟩+ β |0 0⟩ ,
|↓1↑2⟩ = a′ |1 0⟩+ β′ |0 0⟩ .

(3.4)

Invertendo le relazioni appena scritte si ottengono gli stati:

|1 1⟩ = |↑1↑2⟩ ≡ |t1⟩ ,
|1 − 1⟩ = |↓1↓2⟩ ≡ |t−1⟩ ,

|1 0⟩ = 1√
2
(|↑1↓2⟩+ |↓1↑2⟩) ≡ |t0⟩ ,

|0 0⟩ = 1√
2
(|↑1↓2⟩ − |↓1↑2⟩) ≡ |s0⟩ .

(3.5)

Gli stati con j = 1 vengono detti stati di tripletto mentre lo stato con j = 0
viene chiamato stato di singoletto. In particolare, gli stati |t1⟩ e |t−1⟩ non lasciano
alcun dubbio sullo stato dei singoli sottosistemi, mentre invece |t0⟩ e |s0⟩ mostrano
un comportamento molto particolare. Seguendo i risultati del quinto postulato
del primo capitolo, infatti, si possono effettuare alcune misurazioni sullo spazio
H = H1 ⊗H2 che danno risultati interessanti.

Si supponga di voler effettuare la misurazione dello stato di uno dei due qubit.
Questa si ottiene proiettando lo stato del sistema composito sulla base del qubit
che desidera essere misurato.

Si assuma a titolo d’esempio che il sistema si trovi nello stato di tripletto |t1⟩
e che si voglia misurare lo stato del qubit identificato dal numero 1. Il proces-
so di misura restituirà l’esito |↑1⟩ con probabilità unitaria, preparando uno stato
identico a quello precedente alla misura. Lo stato del secondo qubit è rimasto
completamente imperturbato e tale misura non ha fornito nessuna informazione
aggiuntiva sul sitema complessivo.

Si proceda ora, invece, ad operare la stessa procedura sullo stato di singoletto
|s0⟩: si proietterà pertanto lo stato di singoletto sulla base {|↑1⟩ |↓1⟩} . Si otter-
rà, dunque, l’esito |↑1⟩ con probabilità 1/2 e tale misurazione preparerà lo stato
composito

|↑1⟩ ⊗ |↓2⟩ ≡ |↑1↓2⟩ , (3.6)

oppure si presenterà il risultato |↓1⟩ con probabilità 1/2 e questa misurazione
preparerà lo stato composito

|↓1⟩ ⊗ |↑2⟩ ≡ |↓1↑2⟩ , (3.7)
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Si osserva immediatamente che, in entrambi i casi, effettuare una misura sul qubit
1 prepara uno stato composito che seleziona automaticamente uno stato per il
qubit 2.

Quando un sistema composito da più qubit gode di questa proprietà si dice
che essi sono correlati. Tale correlazione non è, ovviamente, garantita per tutti gli
stati, come mostrato per lo stato di tripletto |t1⟩.

Si può mostrare un’altra caratteristica tipica di questa correlazione (finora non
è stato necessario specificare lungo quale asse si misurasse lo spin, sia ora per
comodità di trattazione l’asse z). Considerato lo stato di singoletto |s0⟩, si potrà
ad esso applicare l’operatore:

τzυz ≡ I ⊗ σz(σz ⊗ I) (3.8)

Questo operatore misura quindi la componente lungo l’asse z dello spin del pri-
mo qubit e poi la moltiplica per la componente lungo lo stesso asse dello spin
del secondo. Non è difficile calcolare il suo valore di aspettazione sullo stato di
singoletto, pari a:

⟨τzυz⟩ = ⟨s0|τzυz|s0⟩ = −1. (3.9)

Questo risultato rispecchia il fatto che se due osservatori misurano in modo in-
dipendente lo spin lungo l’asse z dei due qubit decritti dallo stato di singoletto
(immaginando ad esempio di separarli) per poi moltiplicare i risultati otterranno
sempre il risultato −1, e dunque sempre spin opposti per i due qubit. Questo
risultato non dovrebbe essere troppo sorprendente: lo stato di singoletto è esplici-
tamente uno stato composizione lineare di due vettori entrambi con componenti z
di spin opposte.

Ciò che invece risulta sorprendente è riscontrare il medesimo risultato anche
per gli operatori τxυx e τyυy (la cui definizione è immediatamente generalizzabile
dalla (3.8)), ovvero si ha:

⟨s0|τxυx|s0⟩ = ⟨s0|τyυy|s0⟩ = ⟨s0|τzυz|s0⟩ = −1 (3.10)

Questa catena di uguaglianze implica una condizione molto meno ovvia del-
la precedente: ritrovare lo stesso risultato impone che, lungo qualsiasi direzione
vengano misurate le componenti dello spin dei due qubit, esse dovranno essere
sempre l’una l’opposta dell’altra [24] .

È banale osservare che questa condizione non è soddisfatta dallo stato di
tripletto |t1⟩.

Stati come quello di singoletto in cui emerge una correlazione non-locale ven-
gono definiti entangled (o, meno frequentemente, non-separabili), mentre quelli
in cui non è presente questo effetto sono detti separabili.

Studiare questo fenomeno di correlazione non-locale risulta molto più sem-
plice introducendo alcuni concetti matematici rilevanti, quali la matrice densità
ridotta e la decomposizione di Schmidt.
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3.3 Matrice Densità Ridotta
Dagli esempi appena mostrati, si osserva che l’entangelement è un fenomeno che
si instaura tra due sottosistemi appartenenti allo stesso sistema composito. È im-
portante però notare che riconoscere come "entangled" o "separabile" un sistema
può dipendere dalla partizione scelta: adottare diverse divisioni in sottosistemi dif-
ferenti può portare all’effettivo insorgere del fenomeno o, al contrario, a rendere
il sistema separabile.

Si consideri a titolo d’esempio il caso di tre particelle {1, 2, 3} con spin nello
stato:

|ψ⟩ = |↑1⟩ ⊗ |↓2⟩ − |↓1⟩ ⊗ |↑2⟩√
2

⊗ |↑3⟩ . (3.11)

Si può verificare facilmente che scegliendo come sottosistemi (1 ∪ 2) e 3, il si-
stema risulta separabile; al contrario, scegliendo come sottosistemi 1 e (2 ∪ 3), è
immediato constatare come il sistema sia entangled.

Considerando un generico sistema A ∪ B, suddiviso nei due sottosistemi A e
B, come già visto, lo spazio di Hilbert H per tale sistema sarà dato da:

H = HA ⊗HB. (3.12)

Utilizzando tale fattorizzazione, sarà inoltre possibile esprimere lo stato del siste-
ma come combinazione lineare del prodotto tensoriale tra le basi dei sottosistemi:

|ψ⟩ =
∑
i,j

Ci,j |mi⟩A ⊗ |µj⟩B, (3.13)

dove |mi⟩A e |µj⟩B sono basi ortonormali complete, rispettivamente, di HA e di
HB (si specifica che in questa trattazione vengono utilizzate lettere latine per i
vettori e covettori del sistema A ed allo stesso modo greche per il sistema B),
mentre i Ci,j sono coefficienti complessi normalizzati:∑

i,j

|Ci,j|2 = 1. (3.14)

Uno strumento di particolare utilità nello studio della correlazione tra sotto-
sistemi è la matrice densità ridotta. Dal nome si comprende facilmente che tale
oggetto sarà un operatore molto simile all’operatore densità. In particolare, la dif-
ferenza principale tra i due risiede nel fatto che l’operatore ridotto sarà concentrato
su un sottosistema, mentre l’operatore consueto agisce sul sistema totale.

Sia dunque M un operatore che agisce in maniera esclusiva sul sistema A,
lasciando inalterato il sottosistema B. Come visto nel quinto postulato, esso potrà
essere espresso come:

M = MA ⊗ IB (3.15)
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Si calcola allora il valore di aspettazione associato a tale operatore:

⟨ψ|MA ⊗ IB|ψ⟩ =

(∑
i,j

C∗
i,j ⟨mi|A ⊗ ⟨µj|B

)
MA ⊗ IB

(∑
i,j

Ck,l |mk⟩A ⊗ |µl⟩B

)
=
∑
i,j,k,l

C∗
i,jCk,l ⟨mi|MA|mk⟩ ⟨µj|IB|µl⟩

=
∑
i,j,k,l

C∗
i,jCk,l ⟨mi|MA|mk⟩ δj,l

=
∑
i,k

(∑
j

C∗
i,jCk,j

)
⟨mi|MA|mk⟩

=
∑
i,k

⟨mk|ρA|mi⟩ ⟨mi|MA|mk⟩

=
∑
k

⟨mk|ρAMA|mk⟩ = Tr{ρAMA} (3.16)

dove è stato fatto uso dell’ortonormalità della base |µj⟩B ed è stata definita la
matrice densità ridotta ρA con la relazione:

⟨mk|ρA|mi⟩ =
∑
j

C∗
i,jCk,j. (3.17)

La matrice densità ridotta consente quindi di focalizzarsi sul comportamento
di un solo sottosistema, tenendo comunque considerazione del secondo sistema,
con cui il primo interagisce. In quest’ottica, dunque, il sottosistema A può esse-
re considerato come un sistema immerso in uno spazio esterno che lo vincoli ad
essere in un determinato stato di equilibrio, dato dal sottosistema B. Per com-
prendere qualitativamente il concetto si può immaginare il sottosistema A come
un corpo immerso in un fluido che rappresenti le condizioni indotte dal sottosiste-
maB suA stesso interagendo con esso. Da tale esempio risulta chiarissimo come,
agendo sulle caratteristiche di B, sia possibile in qualche modo manipolare anche
quelle di A in un sistema entangled. Ovviamente nulla conferisce a B un ruolo
privilegiato e dunque la trattazione è completamente valida anche all’inverso.

La matrice densità ridotta può essere, inoltre, ottenuta tracciando la matrice
densità del sistema totale rispetto a tutti i gradi di libertà degli altri sottosistemi:

ρA = TrHB
{ρ}, (3.18)

dove con TrV{} viene indicata la cosiddetta traccia parziale sul sottospazio V ,
ovverosia la traccia eseguita rispetto a tutti gli stati appartenenti a tale sottospazio
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[25]. La verifica della (3.18) è immediata se si rammenta che ρ = |ψ⟩⟨ψ| e che
|ψ⟩ può essere scritto come nella (3.13). Infatti si ha:

TrHB
{ρ} =

∑
j

⟨µj|ρ|µj⟩

=
∑
j

⟨µj|

(∑
h,l

Ch,l |mh⟩ ⊗ |µl⟩

)(∑
i,k

C∗
i,k ⟨mi| ⊗ ⟨µk|

)
|µj⟩

=
∑

j,h,l,i,k

Ch,lC
∗
i,k ⟨µj|µl⟩ ⟨µk|µj⟩ |mh⟩⟨mi|

=
∑

j,h,l,i,k

Ch,lC
∗
i,kδj,lδk,j |mh⟩⟨mi|

=
∑
i,h

(∑
j

Ch,jC
∗
i,j

)
|mh⟩⟨mi| , (3.19)

da cui si ricava immediatamente:

⟨mh|TrHB
{ρ}|mi⟩ =

∑
j

Ch,jC
∗
i,j = ⟨mh|ρA|mi⟩ (3.20)

La matrice densità ridotta gode, infine, delle stesse proprietà delle matrici densità
associate a stati misti:

i) È autoaggiunta: ρ†
A = ρA;

ii) È non-negativa: A ⟨a|ρA|a⟩A ≥ 0 ∀ |a⟩A ∈ HA;

iii) Ha traccia unitaria: Tr{ρA} = 1

3.4 Decomposizione di Schmidt
Per comprendere a fondo il ruolo che ricopre la matrice densità ridotta, si ritiene
a questo punto necessario introdurre la Decomposizione di Schmidt [1].

Uno stato puro come nella (3.13) può essere facilmente riscritto come:

|ψ⟩ =
∑
i,j

Ci,j |mi⟩A ⊗ |µj⟩B =
∑
i

|mi⟩A ⊗ |µ̃i⟩B , (3.21)

dove si è definito il ket |µ̃i⟩B =
∑

j Ci,j |µj⟩B. Questi stati, per come sono definiti,
non sono necessariamente ortonormali, ma nel continuo della trattazione si vuole
trovare un modo per ortonormalizzarli.
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Poiché ρA è un operatore autoaggiunto, sarà sempre possibile trovare una base
ortonormale per lo spazio HA formata dagli autovettori di ρA ed inoltre, poiché
l’operatore è definito positivo, i suoi autovalori dovranno essere necessariamente
non-negativi. Pertanto, si assuma che i ket {|mi⟩A} siano proprio la base ortonor-
male in cui l’operatore è diagonale, con autovalori pi; con tale ipotesi, la matrice
densità ridotta sarà data da:

ρA =
∑
i

pi |mi⟩A A⟨mi|. (3.22)

Inserendo poi la (3.22) all’interno della (3.20) è semplice provare che:

⟨µ̃i|µ̃j⟩ = piδi,j, (3.23)

ovvero che gli stati {|µ̃j⟩B} sono ortogonali tra loro e, poiché sono una combi-
nazione lineare di una base di HB, sono ancora una base di HB. Dalla relazione
precedente allora si vede che essi possono essere resi ortonormali operando il
riscalamento:

|µ′
i⟩B = p

− 1
2

i |µ̃j⟩B . (3.24)

Si è mostrato, pertanto, che lo stato |ψ⟩ può essere espresso come:

|ψ⟩ =
∑
i

√
pi |mi⟩A ⊗ |µ′

i⟩B , (3.25)

e tale forma prende il nome di Decomposizione di Schmidt per uno stato bipartito
puro |ψ⟩AB .

Si osserva che nessuna ipotesi è stata assunta sullo stato iniziale, e quindi è
sempre possibile espandere uno stato bipartito puro nella forma presentata nella
(3.25), ma tale decomposizione dipende strettamente dalla scelta delle basi orto-
normali |mi⟩A e |µ′

i⟩B . Ne consegue facilmente che non è possibile espandere
simultaneamente due stati |ψ⟩AB e |φ⟩AB ∈ HA ⊗HB utilizzando le stesse basi
ortonormali per HA e HB.

Si può successivamente osservare come i pesi pi della matrice densità ridotta
siano strettamente correlati ai coefficienti dello stato |ψ⟩AB del sistema totale. In
particolare si può espandere lo stato rispetto ad una generica base ortonormale

|ψ⟩AB =
∑
a,β

Ka,β |a⟩A ⊗ |β⟩B, (3.26)

e considerare che le generiche basi ortonormali {|a⟩A} e {|β⟩B} sono legate al-
le basi della decomposizione di Schmidt da trasformazioni unitarie UA e UB

attraverso le relazioni:

|mi⟩A =
∑
a

(UA)ai |a⟩A, |µ′
i⟩B =

∑
β

(UB)βi |β⟩B . (3.27)
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Confrontando l’equazione (3.25) con le successive (3.26) e (3.27) è facile osser-
vare che i coefficienti Ka,β possono essere espressi come:

Ka,β =
∑
i

(UA)ai
√
pi(U

T
B )iβ, (3.28)

da cui si osserva che, applicando trasformazioni unitarie a destra ed a sinistra della
matrice K dei coefficienti dello stato |ψ⟩AB è possibile trasformare quest’ultima
in una matrice diagonale1 e non negativa. In particolare la (3.28) prende il nome di
Decomposizione ai valori singolari ed i pesi pi della decomposizione di Schmidt
sono anche detti valori singolari della matrice K.

Utilizzando la decomposizione di Schmidt è inoltre possibile constatare che la
matrice densità ridotta per il sottosistema B ha la forma:

ρB = TrHA
{ρ} =

∑
i

pi |µ′
i⟩B B⟨µ

′
i|. (3.29)

Le matrici ridotte ρA e ρB hanno dunque lo stesso numero di autovalori non nulli.
In particolare questo implica che se HA e HB non hanno la stessa dimensionalità,
allora le due matrici avranno semplicemente un diverso numero di autovalori nulli.

Nel caso un cui ρA (e di conseguenza anche ρB) non abbia alcun autovalo-
re degenere al di fuori di 0, allora la decomposizione di Schmidt è determinata
univocamente dalle matrici densità ridotte: è infatti sufficiente diagonalizzare ρA

e ρB per trovare le basi {|mi⟩A} e {|µ′
i⟩B}, per poi successivamente accoppiare

gli autostati di ρA e ρB con gli stessi autovalori per ottenere l’equazione (3.25).
In questo caso, poi, è possibile ottenere decomposizioni di Schmidt equivalenti
ridefinendo le basi {|mi⟩A} e {|µ′

i⟩B} moltiplicandole rispettivamente per fasi op-
poste, poiché ciò lascia completamente inalterata la forma della (3.25). Se, però,
ρA ha degli autovalori degeneri non nulli, non è sufficiente allora conoscere solo le
matrici densità ridotte per scrivere la decomposizione di Schmidt: occorre infatti
intuire quali {|mi⟩A} debbano essere accoppiati a quali {|µ′

i⟩B}. Questo elemento
di indeterminazione si traduce nell’ambiguità di scelta delle basi in modo tale che
entrambe siano oggetto di trasformazioni unitarie simultanee.

La trattazione sulla decomposizione di Schmidt si rispecchia immediatamente
nella descrizione del fenomeno dell’Entanglement.

La teoria della decomposizione di Schmidt fornisce, di fatti, un criterio per
discriminare se un sistema bipartito sia entangled o separabile. Risulta possibi-
le, infatti, associare ad ogni stato bipartito |ψ⟩AB un numero intero positivo, che

1In questo contesto l’aggettivo "diagonale" qualifica una matrice non necessariamente quadra-
ta, ma semplicemente una matrice con entrate non nulle solo in corrispondenza di indici di riga
e colonna uguali. Può infatti succedere che HA e HB abbiano dimensionalità differenti ed in tal
caso K sarà una matrice diagonale rettangolare nel senso appena specificato.
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prende il nome di Numero di Schmidt. Tale quantità coincide con il numero di au-
tovalori non nulli delle matrici ρA e ρB. Il numero di Schmidt pertanto identifica
in un certo senso il fenomeno dell’entanglement: |ψ⟩AB è entangled se il numero
di Schmidt ad esso associato è strettamente maggiore di 1; in caso contrario esso
sarà separabile.

Risulta immediato osservare che uno stato bipartito separabile può sempre
essere scritto come prodotto di stati puri di HA e HB:

|ψ⟩AB = |m⟩A ⊗ |µ⟩B ; (3.30)

conseguenza immediata di ciò è il fatto che le matrici densità ridotte risultino
essere:

ρA = |m⟩⟨m| , ρB = |µ⟩⟨µ| (3.31)

ovvero siano a loro volta pure. Stati non esprimibili come un prodotto tensoria-
le analogo a quello appena visto si dicono dunque entangled; le matrici densità
ridotte riferite a sottostitemi entangled sono pertanto miste.

Quando due sottosistemi A e B possiedono almeno uno stato entangled, si
dice che essi hanno correlazione quantistica.

3.5 Un esempio pratico
Si riporta, quindi, un esempio di stato separabile ed uno di stato entangled, met-
tendo in evidenza come le matrici densità ridotte siano proprio come descritte nei
paragrafi precedenti.

Si considera come sistema composito il sistema formato da due particelle, 1 e
2, di spin-1

2
come descritto in precedenza.

Si consideri lo stato di tripletto di spin |t1⟩ come definito in (3.5). La matrice
densità di tale stato è:

ρ = |t1⟩⟨t1| = |↑1↑2⟩⟨↑1↑2| = (|↑1⟩ ⊗ |↑2⟩)(⟨↑1| ⊗ ⟨↑2|). (3.32)

La matrice densità ridotta ρ1 associata al sottosistema 1 sarà allora:

ρ1 = TrH2{ρ} =
∑
i

⟨µi|ρ|µi⟩ = ⟨↑2|ρ|↑2⟩+ ⟨↓2|ρ|↓2⟩

= ⟨↑2|↑1↑2⟩ ⟨↑1↑2|↑2⟩+ ⟨↓2|↑1↑2⟩ ⟨↑1↑2|↓2⟩

= |↑1⟩⟨↑1| (3.33)
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che rappresenta uno stato puro, come previsto dalla teoria. Per completezza si
riportano anche le forme matriciali degli operatori appena descritti:

ρ =


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ρ1 =

(
1 0
0 0

)
(3.34)

Si consideri ora lo stato di singoletto |s0⟩ sempre definito in (3.5). La sua
matrice densità sarà:

ρ = |s0⟩⟨s0| =
1

2
[(|↑1↓2⟩ − |↓1↑2⟩)(⟨↑1↓2| − ⟨↓1↑2|)]

=
1

2
(|↑1↓2⟩⟨↑1↓2| − |↑1↓2⟩⟨↓1↑2| − |↓1↑2⟩⟨↑1↓2|+ |↓1↑2⟩⟨↓1↑2|). (3.35)

La matrice densità ridotta ρ1 associata al sottosistema 1 sarà dunque in questo
caso:

ρ1 = TrH2{ρ} =
∑
i

⟨µi|ρ|µi⟩

= ⟨↑2|ρ|↑2⟩+ ⟨↓2|ρ|↓2⟩

=
1

2
(|↓1⟩⟨↓1|+ |↑1⟩⟨↑1|). (3.36)

che rappresenta, come previsto per uno stato entangled, uno stato misto.
Le rappresentazioni matriciali di queste ultime sono:

ρ =


0 0 0 0
0 1

2
−1

2
0

0 −1
2

1
2

0
0 0 0 0

 ρ1 =

(
1
2

0
0 1

2

)
(3.37)

In questo caso è semplice osservare che alla matrice densità ridotta viene dato
contributo solo dai termini "diagonali" rispetto allo spazio degli stati H2. Questa
osservazione di fatto rende lecita l’analogia, finora assunta per vera senza partico-
lare indagine matematica, tra il concetto di traccia di una matrice e traccia di un
operatore su uno spazio di Hilbert.

Le matrici densità ridotte associate al sottosistema 2 si calcolano in modo del
tutto analogo in entrambi i casi. Sebbene non sia stato mostrato in modo esplicito,
per risolvere tutti i calcoli è sufficiente sfruttare l’ortogonalità degli stati spin up e
spin down dei singoli sottosistemi.

Grazie a questo esempio pratico è stato possibile appurare la consistenza del-
la teoria. Si intende nel seguito approfondire le peculiarità degli stati entangled,
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introducendo inoltre un metodo coerente che permetta di quantificare, misurare
e valutare l’intensità dell’entanglement di un sistema. Affinché ciò sia possibile,
occorre innanzitutto chiarire il modo in cui possa essere prodotto uno stato entan-
gled e che caratteristiche debba avere tale misura per fornire delle informazioni
effettivamente utili riguardo al sistema.

A tale scopo si rivelerà utile la grandezza chiamata Entropia di Von Neumann.

3.6 Differenza tra correlazione semplice ed Entan-
glement

Prima di indagare le possibili misure di entanglement, occorre precisare alcuni
concetti.

Come è facile vedere dalla definizione, anche lo stato di tripletto |t1⟩ è uno
stato correlato: anche su questo stato, infatti, operare una misura su uno dei qubit
prepara uno stato per il sistema composito in cui il secondo qubit è automatica-
mente selezionato. Ciò però non basta affinché lo stato di tripletto possa esse-
re considerato non separabile. Di fatti, esso, in quanto separabile, potrà essere
riscritto come:

|t1⟩ = |↑1↑2⟩ = |↑1⟩ ⊗ |↑2⟩ , (3.38)

ed è banale osservare che può essere preparato senza che i sistemi 1 e 2 entrino
mai in contatto. Basterà, infatti, coordinare gli osservatori che preparano lo stato
dei sottosistemi facendo in modo che entrambi preparino una particella con spin
orientato allo stesso modo lungo un particolare asse concordato.

L’entanglement, invece, NON PUÒ essere creato localmente (per questo mo-
tivo solitamente si precisa che esso è frutto di una correlazione non-locale). Par-
tendo da uno stato come in (3.38), infatti, l’unico modo per ottenere uno stato
entangled come:

|ψ⟩ = 1

2
(|↑1⟩ |↑2⟩+ |↓1⟩ |↓2⟩) (3.39)

è quello di applicare una trasformazione unitaria collettiva, ovverosia a tutto il
sistema. Affinché sia possibile applicare una trasformazione simile, è dunque
necessario portare i due qubit a contatto e permettere loro di interagire reciproca-
mente. Le trasformazioni unitarie locali nella forma UA ⊗ UB e le misurazioni
locali effettuate da coloro che si incaricano di preparare i sistemi NON POSSONO
aumentare il numero di Schmidt del sistema a due qubit.

Ciò mette in luce una caratteristica estremamente differente tra i due tipi di
stati analizzati: uno stato separabile può essere maneggiato (ed in un certo qual
senso "generato") in modo controllato dagli osservatori, mentre uno stato entan-
gled è il prodotto di una peculiarità intrinseca della teoria quantistica, che nasce
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durante la mutua interazione tra due sistemi e non può, pertanto, essere controllata
in alcun modo dall’osservatore.

Questa osservazione aiuta a comprendere come l’entanglement sia realmen-
te straordinario, ed il fatto che determinate trasformazioni unitarie non possono
modificare questo fenomeno fa sì che i sottosistemi possano essere allontanati
indefinitamente nello spazio, come se il sistema totale continuasse a rispondere
rigidamente a tali trasformazioni.



Capitolo 4

Misure di entanglement

Dopo aver chiarito brevemente il concetto di stati entangled ed il modo in cui si
differenziano da quelli separabili, come preannunciato nel capitolo precedente, si
intende adesso costruire una grandezza che permetta in qualche modo di misurare
l’entanglement.

4.1 Entropie di Shannon, Von Neumann e Rényi
Lo studio relativo all’entanglement ha mostrato come la trattazione matematica di
tale fenomeno sia connessa alla teoria probabilistica. Le matrici densità degli stati
entangled sono, infatti, formalmente identiche a matrici di miscele statistiche, le
quali possono essere scritte come sovrapposizione (in senso classico) di matrici
densità di stati puri, con pesi reali, non-negativi, probabilistici.

Nei precedenti capitoli si è arrivati a scrivere una matrice densità come:

ρ =
∑
k

pkρk (4.1)

(vedere per riferimento la (2.25)).
I pesi pk sono di natura probabilistica e dovranno, pertanto, godere delle con-

dizioni già più volte imposte in precedenza (che vengono per comodità riportate):

i) devono avere somma unitaria:
∑

k pk = 1 ;

ii) devono formare una combinazione convessa: 0 ≤ pk ≤ 1 .

Tali pesi probabilistici sono classici e definiscono pertanto una distribuzione di
probabilità classica, che associa ad ogni matrice densità ρk la sua probabilità pk.
Nel secondo capitolo si è mostrato ugualmente che tali coefficienti pesano anche
i valori di aspettazione per qualsiasi operatore in ogni stato k (si veda la (2.28)).
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Ha senso, quindi, indagare nelle teorie classiche probabilistiche al fine di
scovare strumenti utili allo scopo in questione.

Nel 1948, Shannon stabilì che ad ogni distribuzione classica è possibile as-
sociare una funzione, detta pertanto Entropia di Shannon, che misuri quanto tale
distribuzione sia non deterministica. Una distribuzione costante, ad esempio, mas-
simizza l’Entropia di Shannon in quanto ogni risultato è equiprobabile, mentre
una che si comporti come una delta di Dirac renderà minima l’Entropia, poiché
ci sarà un solo esito possibile per la misurazione e la distribuzione sarà dunque
fortemente deterministica [4].

L’Entropia di Shannon per una distribuzione classica pk si definisce1 come:

H = −
∑
k

pk log pk (4.2)

da cui è semplice ricavare le proprietà qualitativamente descritte in preceden-
za: H si annulla per pk = δk,k0 per un certo k0, mentre invece è massima per
pk = costante . L’Entropia di Shannon fornisce una misura della mancanza di
informazione di una distribuzione probabilistica: descrive infatti quanto una previ-
sione a priori di una misurazione sia attendibile. Una distribuzione con Entropia di
Shannon minore (maggiore) di quella associata ad un’altra distribuzione sarà per-
tanto più (meno) deterministica della seconda. Da questa ultima proprietà deriva
il nome di "Entropia", associato a questa grandezza (da Shannon dietro consiglio
proprio di John Von Neumann) in analogia con l’entropia termodinamica.

È possibile generalizzare in ambito quantistico una grandezza che abbia le
caratteristiche dell’entropia di Shannon. Tale oggetto è definito come:

S = −Tr{ρ logρ} (4.3)

e prende il nome di Entropia di Von Neumann, che nel limite classico si riduce
proprio a quella di Shannon per distribuzioni probabilistiche di ρ [27]. Si ricorda
che il logaritmo di una determinata matrice è definito come quella matrice tale
che il suo esponenziale restituisca la matrice di partenza. L’esponenziale di una
matrice A viene invece definito come eA =

∑
k

Ak

k!
. In seguitò verrà mostrato

nel dettaglio come l’Entropia di Von Neumann di un sottosistema rappresenti un
ottimo strumento per quantificare l’entanglement del sistema totale in determinate
situazioni (con qualche eccezione). Va’ chiarito che non è di particolare interesse

1In questa e in altre relazioni successive compare la funzione logaritmo, di cui però non si
specifica la base. In questo ramo della teoria dell’informazione, fissare una base per il logaritmo di
fatto equivale a fissare l’unità di misura per l’informazione. A questo livello di trattazione risulta,
però, irrilevante l’unità utilizzata che sarà, dunque, non indicata. Per completezza di trattazione
si ricorda che il logaritmo in base 2 fornisce la ben nota unità di misura bit, mentre il logaritmo
naturale restituisce un’unità detta nat.
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l’Entropia del sistema totale poiché (come si vedrà) è sempre nulla per stati puri;
ciò che ha davvero rilevanza è invece l’Entropia di Von Neumann di un sottosi-
stema interagente con un altro. Come osservato in precedenza, infatti, uno stato
entangled puro, dunque nella configurazione più semplice possibile, è composto
da due sottostati miscelati2, i quali, secondo la chiave di lettura più volte proposta,
possono essere considerati come un sistema aperto e l’ambiente in cui tale sistema
si trova, la cui Entropia è chiaramente non-nulla.

A causa del logaritmo che compare nella definizione (4.3), valutare l’Entropia
di Von Neumann è talvolta un compito arduo. In tali situazioni risulta utile uti-
lizzare una nuova grandezza, introdotta da Alfred Rényi come generalizzazione
dell’Entropia di Shannon, data dalla definizione:

Sα =
1

1− α
log
∑
k

pαk (4.4)

con α parametro reale positivo. Questa grandezza prende il nome di Entropia di
Rényi o anche Entropia di ordine α. Tra le proprietà di tale grandezza spicca il
fatto che, nel limite per α che tende ad 1, essa sia esattamente identica all’Entropia
di Shannon:

lim
α→1

Sα = H. (4.5)

In ambito quantistico con la formulazione tramite matrice densità, l’Entropia di
Rényi è data da:

Sα =
1

1− α
log Tr{ρα} (4.6)

che si riduce all’Entropia di Von Neumann per il limite α → 1.
Visto che in alcune situazioni è più semplice valutare l’Entropia di ordine α

piuttosto che quella di Von Neumann, spesso si calcola la seconda applicando il
limite α → 1 dopo aver calcolato la prima.

Sebbene l’Entropia di Von Neumann rappresenti l’analogo quantistico del-
l’Entropia termodinamica, l’Entropia di Rényi non ha interpretazione fisica altret-
tanto immediata. Tuttavia, essa è un ottimo strumento sia per valutare l’Entropia
di Von Neumann, nel caso in cui il calcolo di quest’ultima sia poco pratico, sia
per estrarre altre informazioni, più sofisticate, relative all’entanglement, che però
vanno ben oltre gli scopi ed i limiti di questo lavoro di tesi.

2I quali, poiché in questo caso semplice gli effetti di interferenza dei sottostati sono nulli, è
possibile effettivamente considerare come una miscela statistica.
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4.2 Entropia di Von Neumann come misura dell’En-
tanglement

Come anticipato in precedenza, in questo paragrafo ci si dedicherà ad indagare
in quale modo e in quali circostanze sia possibile identificare l’Entropia di Von
Neumann come "buona" grandezza per quantificare l’entanglement. Per far ciò
risulta comodo soffermarsi sulle proprietà dei due oggetti trattati, per poi osservare
eventuali congruenze.

Si supponga che una fantomatica grandezza E(ρ) sia una buona misura di
entanglement per un sistema:

1. Uno stato separabile è per definizione non-entangled. Per un siffatto stato
allora E(ρ) dovrà essere nulla:

E

(
ρ =

∑
k

ckρ
(k)
A ρ

(k)
B

)
= 0; (4.7)

2. Una buona misura di entanglement non deve essere aumentata da operazioni
locali, ovverosia dall’applicazione di operatori unitari locali ad un sottosiste-
ma:

E
(
UρU−1

)
≤ E(ρ). (4.8)

Tale condizione è dovuta al fatto che, poiché una buona misura di entangle-
ment deve fornire informazioni quantificando la correlazione quantistica tra
due sottosistemi, essa non deve poter aumentare se si agisce su un solo sot-
tosistema o se i due sottosistemi si scambiano informazione classica (essendo
quel tipo di interazione comunque locale, in quanto subordinata allo scambio
di particelle bosoniche);

3. Una buona misura deve essere limitata da un valore massimo:

E(ρ) ≤M. (4.9)

Il valore massimo M è associato a stati completamente entangled, anche defi-
niti maximally entangled;

4. Per essere considerata una buona misura di entanglement, E(ρ) deve essere
convessa:

E(λρ1 + (1− λ)ρ2) ≤ λE(ρ1) + (1− λ)E(ρ2); (4.10)

Questa proprietà è richiesta perché, per come è fisicamente immaginato, l’en-
tanglement non dovrebbe poter essere generato dalla miscela di due o più
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matrici densità. Di fatti, se si considera la miscela come diverse preparazioni
dello stato a cui sono associate diverse probabilità pi, la statistica che si intro-
duce è sostanzialmente di tipo classico e non genuinamente quantistico, come
invece ci si aspetta nel caso del fenomeno dell’entanglement;

5. Allo stesso modo, per esser considerata una buona misura, E(ρ) dovrà essere
anche sub-additiva:

E(ρ1 ⊗ ρ2) ≤ E(ρ1) + E(ρ2). (4.11)

Si procede allora enunciando le proprietà soddisfatte dall’Entropia di Von
Neumann.

1. Uno stato puro ha Entropia di Von Neumann nulla, banalmente perché la sua
probabilità è unitaria;

2. L’Entropia di Von Neumann è invariante sotto l’effetto di trasformazioni uni-
tarie (ovvero per cambiamento di base);

3. L’Entropia di Von Neumann è limitata superiormente, ed in particolare vale
S ≤ logD, dove D è la dimensione del sistema considerato.

4. L’Entropia di Von Neumann è una funzione concava.

5. L’Entropia di Von Neumann è una funzione sub-additiva.

Risulta immediato dal confronto incrociato che l’Entropia di Von Neumann sod-
disfa tutte le richieste per una buona misura di entanglement eccetto per il punto
(4). Da questa discrepanza consegue che l’Entropia di Von Neumann quantifica
bene l’entanglement solamente nel caso in cui si trattino stati puri, per i quali la
decomposizione di Schmidt è unica.

Per completezza di trattazione, si fa presente che per ciò che concerne gli stati
misti, vengono proposte in letteratura grandezze più complesse come l’Entanglement
di Formazione, la cui trattazione esula dagli obiettivi di questa tesi[20].

4.3 Esempi ed ulteriori proprietà
Viene ripreso l’esempio proposto nel terzo capitolo per mostrare un’applicazione
pratica dell’Entropia di Von Neumann ad un caso concreto. Ricordando che lo
stato di singoletto |s0⟩ è uno stato entangled, mentre quello di tripletto |t1⟩ è se-
parabile, è possibile utilizzare rispettivamente le espressioni (3.36) e (3.33) delle
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matrici densità ridotte per calcolare l’Entropia di Von Neumann associata:

St1 = 0 (4.12)

Ss0 = −
(
1

2
log

(
1

2

)
+

1

2
log

(
1

2

))
= log 2. (4.13)

Come previsto, lo stato entangled ha Entropia di Von Neumann maggiore rispetto
allo stato separabile.

In particolare si può notare un’altra proprietà attraverso tale esempio. Il cal-
colo dell’entropia di Von Neumann ha infatti stabilito che lo stato di singoletto è
uno stato maximally entangled, poiché essa è pari al logaritmo della dimensione
dei sistemi in esame. Osservando poi le matrici (3.37) si nota che per lo stato di
singoletto, la matrice densità ridotta è un multiplo della matrice identità (in questo
caso specifico ρ1 = 1/2I). Ciò è valido per qualsiasi stato maximally entangled.

Risulta poi possibile calcolare l’Entropia di Von Neumann nel caso generale
in cui i pesi probabilistici non siano fissati, in modo da ottenere un grafico che
mostri l’andamento di quest’ultima in funzione dei pesi associati ai sottostati. Per
un sistema composito formato da due sottostati, poiché la somma dei pesi deve
essere unitaria, è sufficiente fissare uno dei due per conoscere anche l’altro; è
dunque indifferente quale dei due venga utilizzato per parametrizzare la relazione.

Si consideri allora lo stato:

|ψ⟩ = √
p |↑1⟩ ⊗ |↓2⟩+

√
1− p |↓1⟩ ⊗ |↑2⟩ (4.14)

Esso rappresenta il generico stato di un sistema con due particelle di spin opposto,
con pesi probabilistici non fissati. È facile osservare che per p = 1/2 si ottiene lo
stato di singoletto |s0⟩, mentre per i valori estremali p = 0, 1 lo stato |ψ⟩ si ricon-
duce invece ad uno stato separabile analogo a quelli di tripletto (non esattamente
uno di essi, ma con comportamento equivalente per ciò che interessa mostrare).

Il calcolo della matrice densità ridotta per il primo sottosistema è immediato,
perché la decomposizione di Schmidt è in questo caso banale:

ρ1 = p |↑1⟩⟨↑1|+ (1− p) |↓1⟩⟨↓1| . (4.15)

L’Entropia di Von Neumann per questo stato risulta quindi essere:

S = −p log p− (1− p) log (1− p). (4.16)

In Figura 4.1 è rappresentato l’andamento di S descritto dall’equazione (4.16).
Banalmente, si riscontrano le proprietà descritte in precedenza per la funzione: in
particolare si vede che, nei casi estremali (in cui si è detto che lo stato si riduce a
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Figura 4.1: Dipendenza dell’Entropia di Von Neumann dal parametro probabili-
stico p (in nat).

sati analoghi a quelli di tripletto) l’Entropia si annulla, mentre presenta un mas-
simo per p = 1/2 (in cui si è specificato che lo stato è praticamente lo stato di
singoletto).

Confrontando le Entropie di Von Neumann associate ai sottosistemi di stati
differenti, è dunque possibile classificare tali stati quantificandone l’entanglement.



Capitolo 5

Controversie, esperimenti ed
applicazioni

Nei capitoli precedenti, si è definito il fenomeno dell’entanglement come feno-
meno derivante dall’interazione di due sistemi quantistici differenti, unitamente
a strumenti matematici come il numero di Schmidt o l’entropia di Von Neumann
capaci di riconoscerlo o quantificarlo. Si mostrerà in questo capitolo cosa implica
questa interazione e come sia collegata agli aspetti fondamentali della realtà fisica
dell’universo.

5.1 L’Articolo EPR
Classicamente, quando si considera un oggetto, ad esempio una pallina da tennis,
si assume che le proprietà fisiche di tale oggetto esistano indipendentemente dal-
l’osservazione. La misurazione, quindi, consiste nel mero processo di rivelare tali
proprietà.

Tra il 1920 ed il 1930 però, con la nascita della Meccanica Quantistica, si svi-
luppò una nuova corrente di pensiero riguardo alle proprietà dei sistemi, che era
intrinsecamente differente rispetto a quello della fisica classica. Come descritto
precedentemente in questo elaborato, in Meccanica Quantistica una particella non
possiede proprietà che esistano indipendentemente dall’osservazione ma piutto-
sto tali proprietà si presentano come conseguenza di misurazioni effettuate sul
sistema considerato. La Meccanica Quantistica fornisce, pertanto, solo le regole
(i postulati proposti nel primo capitolo) che specificano, dato un vettore di sta-
to, le probabilità da associare ai possibili risultati ottenibili dalla misurazione di
un’osservabile.

Ovviamente, non tutti gli alti esponenti della Fisica dell’epoca accolsero di
buon grado questa nuova visione della Natura.
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Nel 1935 venne pubblicato un famoso articolo, redatto da Albert Einstein, Bo-
ris Podolski e Nathan Rosen [3], in cui venne messa in discussione la completezza
della Meccanica Quantistica. I tre fisici sostenevano con forza che, affinché una
teoria fisica si potesse considerare di successo, essa doveva essere corretta, ossia
le sue previsioni dovevano essere in accordo con i risultati sperimentali, e dove-
va essere allo stesso modo completa, ovverosia la pretesa che ogni elemento della
realtà fisica della Natura dovesse avere una controparte nella teoria fisica. Siccome
è impossibile conoscere a priori gli elementi della realtà fisica, bisogna enunciare
un criterio per determinarli, il cosiddetto criterio di realismo. Quest’ultimo preve-
de che se è possibile predire con certezza, ovvero con probabilità unitaria, senza
in alcun modo disturbare il sistema, il valore di una quantità fisica, allora esiste
un elemento della realtà fisica corrispondente a tale quantità fisica.

È facile notare che la Meccanica Quantistica (almeno nella consueta e finora
adottata interpretazione di Copenaghen) non rispetta questo criterio. Di fatti, non
è sempre possibile predire il valore di un’osservabile senza effettivamente misu-
rarla e la misura, quantisticamente intesa, nasce dall’interazione tra apparato di
misura e sistema da misurare; prima di tale interazione il risultato della misura
non esiste. Si può altresì definire questa condizione sostenendo che la Meccanica
Quantistica non possiede la cosiddetta counterfactual definiteness, ovvero non è
possibile discutere la determinatezza di un risultato di una misura che non è stata
ancora effettuata.

Nell’articolo, i tre fisici proposero un esperimento mentale che, a loro avviso,
avrebbe dimostrato che la Meccanica Quantistica non era completa. Secondo i
postulati della teoria, un sistema fisico è completamente determinato dal suo sta-
to, o equivalentemente dalla sua matrice densità. La funzione d’onda associata
allo stato deve, seguendo i postulati, fornire una descrizione completa del siste-
ma, nel senso di completezza espresso in precedenza. Presi, però, due operatori
non commutanti A e B, in base al principio di indeterminazione di Heisenberg,
non sarà possibile conoscere allo stesso istante con arbitraria precisione i valori
delle quantità fisiche corrispondenti ai due operatori. Inoltre, una misura di A
altererebbe irreversibilmente lo stato e non ci sarebbe modo alcuno di conoscere
il risultato della misura su B dello stato iniziale inalterato.

Partendo da queste assunzioni, esistono solo due conseguenze logiche:

(1) o la funzione d’onda non fornisce realmente una descrizione completa della
realtà;

(2) o le quantità fisiche associate ai due operatori non esistono simultaneamente,
ossia non viene rispettato il criterio di realismo.

Di fatti, se le due quantità esistessero contemporaneamente e la funzione d’onda
offrisse una descrizione completa, allora quest’ultima dovrebbe comprendere la
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descrizione di tali quantità e, per rispettare il criterio di realismo, i due valori di
tali grandezze dovrebbero essere prevedibili, condizione che però non si verifica.

Dopo aver espresso questa ipotesi di base, EPR proseguirono il loro espe-
rimento mentale cercando di scoprire quale delle due conseguenze fosse quella
esatta. Considerarono dunque la funzione d’onda di due sistemi fisici che hanno
interagito per un certo intervallo di tempo T , per poi essere separati: fu supposto
che essa descrivesse completamente il sistema composito. A meno di accetta-
re una teoria non locale e di azioni a distanza (assumendo quindi il cosiddetto
principio di località Einsteiniana, secondo cui la trasmissione istantanea di un
segnale è impossibile), quindi, i due sistemi, dopo la separazione descritti dallo
stesso stato fisico, non avrebbero potuto più influenzarsi a vicenda.

Dopodiché, EPR immaginarono di effettuare una misurazione sul primo sot-
tosistema di una certa osservabile P senza perturbare il secondo e, contempo-
raneamente, di misurare un’osservabile Q non commutante con P sul secondo
sottosistema. Così facendo, erano convinti di poter misurare con precisione ar-
bitraria due grandezze vincolate dal principio di indeterminazione di Heisenberg,
provando l’inconsistenza della teoria. Ma ciò era stato ottenuto partendo dall’ipo-
tesi che la funzione d’onda fornisse una descrizione completa della realtà, ovvero
si è negata la (1) e si è arrivati a negare la (2) misurando due osservabili non
compatibili, che era stata presentata come unica alternativa logica valida alla (1).

Seguendo questa trattazione, Einstein, Podolski e Rosen arrivarono alla con-
clusione che la funzione d’onda non potesse realmente fornire una descrizione
completa della realtà, e che dunque la Meccanica Quantistica non fosse una teoria
completa. I tre fisici conclusero l’articolo con l’auspicio che una teoria completa
che accogliesse tutte le loro ipotesi, ovvero il criterio di realismo e il principio di
località Einsteiniana, potesse essere presto formulata.

Nel prossimo paragrafo si vedrà come Bell ha dimostrato che una tale teoria è
incompatibile con il funzionamento della Natura.

5.2 Il Teorema di Bell
La pubblicazione dell’articolo EPR scosse profondamente la comunità scientifica
dell’epoca. Seguendo la tesi dell’incompletezza della Meccanica Quantistica, fu-
rono proposte diverse teorie a variabili nascoste, ovverosia teorie che includessero
più variabili rispetto alla formulazione classica della teoria dei quanti, nella spe-
ranza che esse potessero risolvere il paradosso proposto dai tre fisici. Una teoria a
variabili nascoste divenuta popolare in quegli anni è la teoria di De Broglie-Bohm,
i quali avevano postulato l’esistenza di una "onda pilota" che, insieme alla fun-
zione d’onda consueta, caratterizzasse completamente un sistema e che avesse la
particolarità di esistere anche quando non fosse osservata. Nel 1964, quasi tren-
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t’anni dopo la pubblicazione EPR, il fisico irlandese John Bell [5] pose fine alla
questione, dimostrando che nessuna teoria locale e realistica1 a variabili nasco-
ste può riprodurre gli stessi risultati della Meccanica Quantistica. Per dimostrare
questo importantissimo risultato si parte dalla formulazione di Bohm [12] della
posizione EPR, ovvero la descrizione di un caso concreto a cui fare riferimento
per l’esposizione del paradosso.

Si considera il decadimento del mesone neutro π0 in un elettrone ed un posi-
trone:

π0 −→ e− + e+ (5.1)

Si assume che il pione sia inizialmente a riposo, per cui dopo il decadimento
l’elettrone ed il positrone volano in direzioni opposte.

Figura 5.1: Decadimento di un pione neutro a riposo in elettrone/positrone.

Il pione ha spin nullo, pertanto la conservazione del momento angolare impone
che elettrone e positrone si trovino nello stato di singoletto:

|ψe−,e+⟩ =
1√
2
(|↑−↓+⟩ − |↓−↑+⟩). (5.2)

Si effettua dunque la misura lungo un determinato asse: se l’elettrone sarà trovato
con spin up, il positrone avrà necessariamente spin down e viceversa.

Si supponga poi di lasciar allontanare notevolmente le due particelle, ad esem-
pio 10 metri in un esperimento pratico, o 10 anni luce in un esperimento ideale,
per poi misurare lo spin dell’elettrone. Qualunque sia il risultato, l’osservatore
che effettua la misura conosce immediatamente anche il valore (ovvero l’opposto
del suo) che un altro osservatore troverebbe se esaminasse il positrone, a qualsiasi
distanza esso sia arrivato.

Per i realisti, sostenitori della teoria di EPR, tale risultato non è una sorpresa.
Nella visione dei tre fisici, infatti, l’elettrone possiede realmente un dato valo-
re di spin, sia ad esempio spin up, e ritrovare quindi il positrone in spin down
immediatamente non era un risultato incredibile.

Nella visione quantistica, invece, nessuna delle due particelle possiede né spin
up né spin down fintantoché la misurazione non viene effettuata: è infatti tale
operazione a far collassare la funzione d’onda del sistema e "produrre" lo spin
anche a 10 metri (o 10 anni luce) di distanza.

1Con "locale e realistica" si intende una teoria che rispetti sia l’ipotesi di località Einsteiniana
sia il criterio di realismo descritti nel precedente paragrafo.
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Einstein, Podolski e Rosen assegnarono a questo fenomeno la definizione di
"spooky action at a distance" (letteralmente "spaventosa azione a distanza", uti-
lizzata soprattutto in tono di scherno) e lo consideravano assurdo poiché in chiara
contraddizione con il principio di località, per loro inattaccabile. Ancora una vol-
ta questo confermava la salda posizione di EPR in forte opposizione alla visione
quantistica: per i tre fisici, che la Meccanica Quantistica fosse in grado di calcolar-
lo o meno, elettrone e positrone DOVEVANO avere un valore di spin ben definito.

Bell dunque suggerì una generalizzazione della versione di Bohm del para-
dosso EPR in cui i rilevatori di elettrone e positrone possono ruotare liberamente
invece di essere fissati ed allineati lungo la stessa direzione. Il primo rilevatore,
dunque, misura la componente dello spin dell’elettrone lungo la direzione di un
versore â, mentre il secondo misura la componente dello spin del positrone lungo
la direzione di un versore b̂, generalmente diverso da â.

Figura 5.2: Versione generalizzata dell’esperimento EPR-Bohm

Per semplicità, si denoteranno di seguito gli spin in unità di h̄/2: ogni rile-
vatore misurerà pertanto +1 per i risultati spin up e −1 per i risultati spin down
lungo la direzione considerata. Bell propose di calcolare il valor medio P (â, b̂)
del prodotto degli spin per un determinato set di orientazioni (â, b̂). Se i rilevatori
sono allineati (b̂ = â) si riottiene la versione originale della configurazione EPR-
Bohm: come già visto, in questo caso un risultato sarà sempre spin up mentre
l’altro sempre spin down, il ché implica che il prodotto sarà sempre pari a −1. Di
conseguenza la media sarà:

P (â, â) = −1. (5.3)

In maniera analoga, se le direzioni sono anti-parallele (b̂ = −â) ogni prodotto sarà
+1, e quindi:

P (â,−â) = +1. (5.4)

Per orientazioni arbitrarie, la Meccanica Quantistica in generale predice:

P (â, b̂) = −â · b̂ . (5.5)
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Il grande risultato di Bell, passato alla storia col nome di Teorema di Bell, con-
siste nel dimostrare che questa condizione è incompatibile con qualsiasi teoria a
variabili nascoste locali.

L’argomentazione è sorprendentemente semplice. Si supponga che lo stato
completo del sistema composito elettrone/positrone sia caratterizzato dalla varia-
bile nascosta λ (o anche da un sistema di variabili nascoste, la cui somma dei
contributi al sistema sia sempre esprimibile attraverso la sola λ). In quanto varia-
bile nascosta, λ varia in un modo che non si comprende minimamente, né tanto-
meno si può manipolare, dal decadimento di un pione ad un altro. Si supponga
poi che il risultato della misurazione effettuata sull’elettrone non dipenda in alcun
modo dall’orientazione b̂ del rilevatore associato al positrone, il quale potrebbe
anche essere scelto da uno sperimentatore al lato del positrone immediatamente
prima che la misurazione sia effettuata. In tal modo, sarà dunque troppo tardi, per
qualsiasi segnale che si muova a velocità inferiore o pari rispetto a quella della
luce, per giungere al rilevatore associato all’elettrone. Così facendo si assume per
assicurato il principio di località Einsteiniana.

Esisteranno allora una qualche funzione A(â, λ), che restituisca il risultato
della misurazione effettuata sull’elettrone, ed una qualche funzione B(b̂, λ), che
dia, invece, il risultato della misurazione effettuata sul positrone. Queste funzioni
possono assumere esclusivamente i valori ±1:

A(â, λ) = ±1 ; B(b̂, λ) = ±1. (5.6)

Quando i rilevatori sono allineati, i risultati delle misurazioni saranno perfetta-
mente anti-correlati:

B(b̂, λ) = −A(b̂, λ) (5.7)

per qualsiasi λ.
Assumere l’esistenza di tali funzioni è formalmente equivalente all’assumere

per assicurato il criterio di realismo. Tali funzioni, infatti, esprimono con certezza
ed in ogni istante che lo spin sia ben definito e perfettamente prevedibile, seb-
bene non sia stato misurato. Inoltre, l’assunzione che esse siano l’una l’opposta
dell’altra nel caso in cui i versori siano paralleli è una applicazione del prece-
dentemente citato concetto di counterfactual definiteness, poiché si è assunta la
determinatezza di un risultato senza che esso sia stato effettivamente misurato.

Se la variabile nascosta λ ha una densità di probabilità indicabile con ϱ(λ), la
media del prodotto delle misurazioni sarà data dalla relazione:

P (â, b̂) =

∫
ϱ(λ)A(â, λ)B(b̂, λ) dλ . (5.8)

Le uniche ipotesi assunte sulla forma di ϱ(λ) sono quelle che essa sia effettiva-
mente una densità di probabilità classica, ovvero si richiede che sia non-negativa



5- Controversie, esperimenti ed applicazioni 45

e che soddisfi la condizione di normalizzazione:∫
ϱ(λ) dλ = 1. (5.9)

Nessuna altra assunzione o congettura è necessaria su tale oggetto.
Data la (5.7), la precedente diventa:

P (â, b̂) = −
∫
ϱ(λ)A(â, λ)A(b̂, λ) dλ . (5.10)

Dalla linearità delle leggi appena trovate, è facile osservare che, dato un qualsiasi
altro versore ĉ, si ottiene:

P (â, b̂)− P (â, ĉ) = −
∫
ϱ(λ)

[
A(â, λ)A(b̂, λ)− A(â, λ)A(ĉ, λ)

]
dλ , (5.11)

che può essere facilmente riscritta considerando che [A(b̂, λ)]2 = 1:

P (â, b̂)− P (â, ĉ) = −
∫
ϱ(λ)

[
1− A(b̂, λ)A(ĉ, λ)

]
A(â, λ)A(b̂, λ) dλ . (5.12)

Dalle condizioni (5.6) segue però che il prodotto di due funzioni di questo tipo è
pari anch’esso a ±1 e dunque formalmente si può scrivere:

−1 ≤
[
A(â, λ)A(b̂, λ)

]
≤ +1;

∣∣∣A(â, λ)A(b̂, λ)∣∣∣ = 1. (5.13)

Per la stessa ragione, considerando anche la non-negatività della distribuzione di
probabilità, si può scrivere ulteriormente:

ϱ(λ)
[
1− A(b̂, λ)A(ĉ, λ)

]
≥ 0. (5.14)

Dal confronto, si ottiene facilmente:∣∣∣P (â, b̂)− P (â, ĉ)
∣∣∣ ≤ ∫ ϱ(λ)

[
1− A(b̂, λ)A(ĉ, λ)

]
dλ , (5.15)

che utilizzando l’ipotesi (5.9) può essere riscritta nella più semplice forma:∣∣∣P (â, b̂)− P (â, ĉ)
∣∣∣ ≤ 1 + P (b̂, ĉ) . (5.16)

Quest’ultimo risultato è una delle possibili relazioni che prendono il nome di Di-
suguaglianze di Bell. Questa in particolare è valida per qualsiasi teoria a variabili
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Figura 5.3: Un’orientazione dei versori che dimostra la violazione della disugua-
glianza di Bell da parte della Meccanica Quantistica.

nascoste locali, soggetta ai requisiti minimi posti dalle equazioni (5.6) e (5.7), da-
to che nessuna particolare assunzione è stata presa in considerazione riguardo alla
variabile nascosta λ od alla sua distribuzione ϱ(λ).

Risulta semplicissimo mostrare che le predizioni della Meccanica Quantistica
sono incompatibili con la disuguaglianza di Bell. Si supponga a tal fine che i tre
versori giacciano su un solo piano, con ĉ che forma un angolo di 45◦ con â e b̂
come in Figura 5.3.

In questo caso, la Meccanica quantistica fornisce le seguenti previsioni:

P (â, b̂) = 0; P (â, ĉ) = P (b̂, ĉ) = − cos(45◦) = −
√
2

2
≃ −0.707, (5.17)

i quali risultano chiaramente inconsistenti con la disuguaglianza di Bell:

|−0.707| = 0.707 ≰ 0.293 = 1− 0.707. (5.18)

Pertanto, risulta dimostrato che non può esistere una teoria a variabili nascoste
locali che rispetti le previsioni della Meccanica Quantistica.

Essendo queste confermate da un grandissimo numero di evidenze sperimen-
tali, se ne deduce che bisogna abbandonare o l’ipotesi di località o il criterio di
realismo.

Preferendo il criterio di realismo, si parla di nonlocalità quantistica e di azio-
ni a distanza. È possibile dimostrare che, tramite queste azioni a distanza, non
è possibile comunicare informazioni, quindi vengono rispettati i postulati della
relatività speciale di Einstein.

I fisici tendono a preferire il principio di località al criterio di realismo. La
teoria quantistica dei campi è basata sulla località e si è dimostrata una teoria
fisica di successo.

Grazie ai risultati di Bell, si comprende che il paradosso EPR prova addirittura
qualcosa di molto più radicale e profondo rispetto a ciò che i suoi autori immagina-
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vano: se la loro ipotesi fosse stata corretta, la Meccanica Quantistica non sarebbe
stata semplicemente incompleta, ma sarebbe stata assolutamente sbagliata!

Pertanto, a fronte delle evidenze scientifiche, che prepotentemente conferma-
no le previsioni della teoria dei quanti, si è costretti ad abbandonare l’idea di va-
riabili nascoste che permettano di determinare in un momento qualsiasi il valore
di una grandezza fisica, ed accettare l’indeterminatezza quantistica non come una
mancanza di conoscenza o come un’incompletezza della teoria stessa, ma come
una caratteristica intrinseca nella Natura.

5.3 Alcuni esperimenti sulle disuguaglianze di Bell
Dal momento della sua pubblicazione, il teorema di Bell ha concentrato gli sfor-
zi ed i lavori di innumerevoli fisici sperimentali. Tra i primi spiccano Clauser
e Freedman [6] che utilizzarono i fotoni emessi dalla diseccitazione degli atomi
di calcio. Quest’ultimi, infatti, dopo essere stati eccitati ad alti livelli energeti-
ci, si diseccitano spontaneamente emettendo radiazione. Fu scelto proprio questo
elemento perché, affinché si ottenessero misurazioni valide, occorreva che la ra-
diazione emessa fosse nello spettro del visibile, ed il calcio emette in tale spettro.
L’emissione spontanea da parte del calcio è solitamente un’emissione a singolo
fotone, con alcuni eventi rari di emissione a due fotoni. I due fisici statunitensi
volevano sfruttare proprio questi eventi di doppia emissione, poiché, dato che lo
stato iniziale e lo stato finale del processo di emissione a cascata hanno momento
angolare nullo, allora i due fotoni dovranno avere momento angolare nullo, e ciò
garantisce che la coppia di fotoni sia entangled.

Venne allora costruito un apparato comprendente una sorgente, che eccitava
gli atomi di calcio ad alti livelli energetici, e due polarizzatori orientati in direzioni
differenti, verso i quali venivano indirizzati i due fotoni componenti di una coppia.
Ai capi opposti dei polarizzatori erano presenti due rilevatori che raccoglievano
i fotoni che riuscivano a passare attraverso i polarizzatori e li inviavano ad un
contatore di incidenze che registrava i risultati.

L’esperimento, pur essendo ben progettato, non fu un grande successo: i deca-
dimenti che producevano coppie di fotoni non correlati erano di gran lunga i più
frequenti (senza considerare i decadimenti ad un fotone, che come detto in pre-
cedenza è il decadimento principale), e, allorquando venisse prodotta una coppia
entangled, il segnale luminoso risultava troppo debole. Secondo i risultati raccolti,
si riusciva a registrare una sola coppia di fotoni entangled ogni milione di coppie
prodotte, numeri che avrebbero facilmente reso possibili polemiche e contestazio-
ni dei risultati ottenuti. Clauser e Freedman si adoperarono dunque per parecchio
tempo per ottenere un numero comunque esiguo di dati, che però mostrarono un
risultato inequivocabilmente concorde con le predizioni quantistiche.
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Con l’avvento di nuove tecnologie, nel corso degli anni, gli esperimenti ven-
nero notevolmente migliorati, in modo da limitare al minimo le possibili conte-
stazioni. In particolare, ricopre un ruolo fondamentale in tal senso Alain Aspect
[8], il quale, dopo aver osservato i risultati dei predecessori, progettò una serie di
3 tipi di esperimento:

1. il primo tipo riprendeva uno schema a canale singolo e si proponeva di replica-
re i risultati ottenuti da Clauser e Freedman, in modo più preciso, ottimizzando
la produzione delle coppie di fotoni;

2. il secondo tipo di esperimento sarebbe stato un esperimento a due canali, più
vicino ad un esperimento ideale. La presenza di un secondo canale consente di
controllare più efficacemente il passaggio dei fotoni attraverso i polarizzatori
e permette all’osservatore di ricevere più dati, con la certezza che il fotone in
esame sia uscito da uno dei due canali;

3. infine, nella terza tipologia di esperimento si sarebbero scelte le direzioni de-
gli analizzatori durante la fase di volo dei fotoni. Con questo accorgimento
si impediva qualsiasi possibile scambio di informazione tra i due fotoni che
avrebbe potuto in qualche modo modificarli così da fornire un risultato con-
corde. Gli analizzatori, dunque, venivano orientati in modo casuale e il tipo di
esperimento viene detto a scelta ritardata.

Con queste serie di esperimenti, Aspect tentava di ottenere una violazione
definitiva alle disuguaglianze di Bell, operando dei protocolli che dovessero essere
inattaccabili oltre ogni ragionevole dubbio.

Per i suoi esperimenti Aspect adoperò il laser per eccitare gli atomi di calci,o il
quale migliorò notevolmente, in termini di velocità e di efficienza, la produzione
di coppie di fotoni entangled. In questo modo, gli esperimenti a canale singolo
portarono a risultati molto precisi, in cui la violazione della disuguaglianza di
Bell presentava uno scarto di 9 deviazioni standard. Come negli esperimenti di
Clauser e Freedman, però, quando un fotone arrivava ad un polarizzatore con una
polarizzazione sbagliata, esso veniva completamente perso.

Nelle esperienze a doppio canale (Figura 5.4) veniva superato questo ostacolo:
un fotone con polarizzazione non congruente veniva riflesso dal polarizzatore e
quindi rianalizzato. La presenza del secondo canale aumentava, dunque, ancora
di più la precisione dell’apparato e in tale configurazione la disuguaglianza di Bell
era violata con uno scarto di ben 40 deviazioni standard.

Le esperienze della terza tipologia erano però le più importanti, perché avreb-
bero fornito una vera e propria conferma empirica della non località a cui la de-
scrizione fisica della Natura doveva sottostare. Aspect quindi preparò un apparato
simile a quello in Figura 5.4, con i polarizzatori collegati ognuno ad un interrutto-
re, capace di determinare rapidamente a quale di essi inviare il fotone in entrata. Si
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Figura 5.4: Schema della configurazione a due canali negli esperimenti di Aspect
(direttamente dalle sue pubblicazioni [8]).

utilizzò, per gestire l’orientazione dei polarizzatori, uno strumento acustico-ottico
che sfruttava la rifrazione della luce attraverso un’onda stazionaria di ultrasuoni in
acqua: se l’onda cambiava, la luce veniva deflessa e ciò modificava la regolazione
degli strumenti. Con la strumentazione in dotazione ad Aspect, la deflessione lu-
minosa faceva scambiare i polarizzatori ad intervalli compresi tra 6.7 e 13.3 nano-
secondi. Il fisico, pertanto, posizionò i polarizzatori ognuno ad una distanza di 6.5
metri dalla sorgente, in modo tale da ottenere una distanza totale tra i polarizzatori
di 13 metri, la quale consentiva di operare la scelta dell’orientazione del polariz-
zatore più rapidamente di quanto potessero scambiare informazioni i due fotoni
(un’ipotetica informazione di questo tipo avrebbe viaggiato da un polarizzatore
all’altro in circa 13m/c ≃ 43ns).

Come nelle altre tipologie, la terza serie di esperimenti ottenne risultati mai
prima d’allora così precisi e profondamente concordi ai precedenti: le disugua-
glianze di Bell venivano regolarmente violate.

Negli anni successivi, gli esperimenti di Aspect, direttamente ispirati alle idee
di Clauser e Freedman, furono ripetuti e ulteriormente migliorati. Un esempio
degno di nota è quello condotto da Anton Zeilinger [17], capace di utilizzare la
luce emessa dalle galassie rifratta su cristalli speciali (sviluppati per esperimenti
di ottica non lineare) come sorgente sostitutiva degli atomi di calcio per le coppie
entangled di fotoni. Usando questi cristalli, poi, Zeilinger riuscì a generare, a par-
tire da due coppie di fotoni entangled, un entanglement che comprendesse tre (o
addirittura tutti e quattro) fotoni, espandendo le potenzialità del fenomeno dell’en-
tanglement e contribuendo alla creazione di una "quantum communication web",
un Internet quantistico, alla base delle moderne applicazioni di Fisica Quantistica
Computazionale.

Nel 2022, John Clauser, Alain Aspect e Anton Zeilinger sono stati insigniti
del Premio Nobel per la Fisica (purtroppo, Stuart Freedman non ha avuto l’onore
di ricevere lo stesso riconoscimento a causa della prematura scomparsa nel 2012 e
delle regole del premio che non permettono assegnazioni postume) per l’immen-
so lavoro sperimentale da loro eseguito sui fotoni entangled che, come visto, ha
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confermato la violazione delle disuguaglianze di Bell e si è rivelato pionieristico
nell’ambito dell’informazione Quantistica [28].

5.4 Il Teorema No-Cloning ed il Teletrasporto quan-
tistico

Successivamente al lavoro di Bell, l’Entanglement quantistico diventò oggetto di
numerosi ed intensi studi tra coloro i quali fossero interessati ai fondamenti della
Meccanica Quantistica. Gradualmente, quindi, si comprese che esso non era solo
un efficace strumento di risposta alle critiche mosse contro la teoria, ma poteva
essere una vera e propria risorsa, capace di permettere o semplificare nuovi obiet-
tivi altrimenti impossibili o troppo difficili da ottenere. In un clima del genere si
sviluppò il cosiddetto protocollo del teletrasporto [10] [14]. Esso, più general-
mente detto Teletrasporto quantistico, è un insieme di procedure tramite il quale
è possibile trasmettere informazione quantistica da un luogo all’altro, sfruttando
una trasmissione di informazione classica.

Tale protocollo assume importanza ancora più elevata considerando il celebre
Teorema No-Cloning [11], il quale afferma che non è possibile generare una copia
esatta di uno stato quantistico sconosciuto a priori. Una formulazione semplificata
di tale teorema può essere analizzata considerando due vettori normalizzati, |ϕ⟩ e
|e⟩, appartenenti ad un certo spazio di Hilbert H, ed un operatore unitario U "di
clonazione" agente su H⊗H tale che:

U(|ϕ⟩ |e⟩) = |ϕ⟩ |ϕ⟩ . (5.19)

L’azione di U è pertanto quella di clonare lo stato |ϕ⟩, "copiando" e "trasferendo"
l’informazione fisica in esso contenuto sul vettore |e⟩. Il risultato del Teorema
No-Cloning è dunque quello di dimostrare che un tale operatore non può esistere,
a meno che lo stato da clonare non faccia parte di un set ortonormale di stati (e
quindi sia in una certa misura noto a priori). Trascurando eventuali fasi complesse
che potrebbero matematicamente comparire senza alterare il significato fisico dei
vettori, è semplice vedere che, preso un terzo vettore normalizzato |ψ⟩ di H si
avrà:

⟨ϕ|ψ⟩ = ⟨ϕ|ψ⟩ ⟨e|e⟩ = ⟨ϕ| ⟨e|ψ⟩ |e⟩
= ⟨ϕ| ⟨e|U †U |ψ⟩ |e⟩ = ⟨ϕ| ⟨ϕ| |ψ⟩ |ψ⟩
= ⟨ϕ|ψ⟩2 , (5.20)

da cui si ottiene immediatamente:

|⟨ϕ|ψ⟩|2 = |⟨ϕ|ψ⟩| (5.21)
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che implica |⟨ϕ|ψ⟩| = 1 oppure |⟨ϕ|ψ⟩| = 0. Tali condizioni corrispondono
rispettivamente a richiedere che gli stati |ϕ⟩ e |ψ⟩ siano uguali (a meno di una fase)
o che siano ortogonali; è ovvio che tali condizioni non sono soddisfatte da una
generica coppia di vettori normalizzati in un generico spazio di Hilbert e pertanto
si conclude che un tale operatore non può esistere, provando il teorema. Questo
teorema trova applicazione non solo nell’ambito dell’Informazione quantistica,
ma anche in altri campi di studio relativi alla teoria dei quanti, come ad esempio
gli studi che coinvolgono il problema della misura.

Tornando ai modi in cui l’entanglement possa essere usato come una risorsa, si
immagini una coppia di osservatori, Alice e Bob, capaci di trasmettersi informa-
zione classica ma collegati anche da un canale quantistico. In una condizione così
generale, l’invio di un bit classico e l’invio di un qubit (accuratamente preparato
da Alice e poi misurato da Bob, ad esempio) sono completamente equivalenti:
ogni Qubit potrà, infatti, trasmettere, lungo il canale quantistico, un solo bit di
informazione classica.

Si supponga, invece, che Alice e Bob condividano una coppia di qubit in uno
stato entangled. Per semplicità di trattazione si utilizzano, ad esempio, i cosiddetti
stati di Bell (o più precisamente la base di Bell, talvolta detti anche coppie EPR per
ragioni storiche), ovvero quattro specifici stati quantistici di due qubit maximally
entangled: ∣∣ϕ±〉 = 1√

2
(|00⟩ ± |11⟩) (5.22)∣∣ψ±〉 = 1√

2
(|01⟩ ± |10⟩) (5.23)

Si supponga allora che un osservatore esterno abbia preparato lo stato |ϕ+⟩, ed
abbia poi successivamente separato i due qubit, inviandone uno ad Alice ed uno
a Bob, e che loro abbiano preventivamente stabilito un codice. Per semplicità di
trattazione si può supporre, senza ledere la generalità, che Alice abbia il "primo"
qubit, mentre a Bob sia stato affidato il "secondo" qubit; quando sarà necessario
distinguere gli spazi de tali qubit si indicherà con A lo spazio del qubit di Alice
e con B lo spazio del qubit di Bob. Alice potrà, allora, effettuare sul suo qubit,
membro della coppia entangled, una di quattro possibili trasformazioni unitarie
(che pertanto operano solo sul primo qubit della coppia):

1. I , l’operatore identità, senza modificare nulla;

2. σx, producendo una rotazione di 180◦ rispetto l’asse x;

3. σy, producendo una rotazione di 180◦ rispetto l’asse y;

4. σz, producendo una rotazione di 180◦ rispetto l’asse z;
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È facile vedere che, successivamente alle operazioni di Alice che modificano
il primo qubit, lo stato entangled totale si trasformerà di conseguenza in un nuovo
stato, sempre appartenente alla base di Bell:

1. I(A) ⊗ I(B) |ϕ+⟩ = |ϕ+⟩ ;

2. σ
(A)
x ⊗ I(B) |ϕ+⟩ = |ψ+⟩ ;

3. σ
(A)
y ⊗ I(B) |ϕ+⟩ = |ψ−⟩ (a meno di una fase);

4. σ
(A)
z ⊗ I(B) |ϕ+⟩ = |ϕ−⟩ ;

Alice potrà dunque adesso inviare a Bob, attraverso il canale quantistico, il suo
qubit. Bob, dopo averlo ricevuto, opererà una misura ortogonale collettiva sulla
coppia entangled di qubit, rivelando il nuovo stato e, senza alcuna ambiguità,
anche l’operazione effettuata da Alice. Prendendo come esempio di codice pre-
stabilito:

1. |ϕ+⟩ =⇒ 00 ;

2. |ψ+⟩ =⇒ 01 ;

3. |ψ−⟩ =⇒ 10 ;

4. |ϕ−⟩ =⇒ 11 ;

si comprende come in questo modo, l’invio di un solo qubit trasmette due bit
classici. Questa particolare procedura prende il nome di dense coding [13] e mo-
stra attivamente come l’entanglement quantistico possa essere una valida risorsa
nelle comunicazioni ed in generale nella teoria dell’Informazione, migliorandone
notevolmente l’efficienza.

Inoltre, il dense coding è alla base delle nuove teorie sulla criptazione dei
messaggi: il qubit trasmesso, infatti, non trasporta nessuna informazione. Que-
st’ultima risiede in realtà nella correlazione dei due qubit e, pertanto, anche se
il primo qubit fosse in qualche modo intercettato, il messaggio non potrebbe co-
munque in alcun modo essere accessibile a nessun altro che non sia il destinatario,
in possesso del secondo qubit.

Il dense coding appena descritto può essere considerato come la procedura
inversa del teletrasporto quantistico: in esso infatti viene utilizzata la trasmissione
di un qubit per trasmettere due bit di informazione classica. Nel protocollo del
teletrasporto, invece, si vuole sfruttare la trasmissione di bit classici per ottenere
il passaggio di un qubit.

Si immagini allora un terzo sperimentatore, Charlie, che prepara il qubit |χC⟩,
ignoto sia ad Alice che a Bob, per poi affidarlo ad Alice. Nella forma più generale
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possibile (esplicitando gli spazi di definizione dei diversi qubit, affidando a questo
ignoto lo spazio C), il qubit ignoto sarà:

|χC⟩ = a |0C⟩+ b |1C⟩ ; (5.24)

con naturalmente |a|2 + |b|2 = 1. Alice e Bob, invece, siano ancora ciascuno in
possesso di un qubit della coppia EPR |ϕ+⟩, indicata esplicitamente ora come:∣∣ϕ+

AB

〉
=

1√
2
(|0A⟩ |0B⟩+ |1A⟩ |1B⟩). (5.25)

Il protocollo del teletrasporto prevede che Alice possa inviare il qubit ignoto
|χC⟩ a Bob sfruttando lo stato di Bell

∣∣ϕ+
AB

〉
unitamente alla trasmissione di due

bit classici. Alice dovrà far interagire il qubit incognito |χC⟩ con la sua metà della
coppia

∣∣ϕ+
AB

〉
. In questo modo si formerà un nuovo stato intermedio, il quale, per

le proprietà delle basi di Bell, potrà essere espresso nella base {
∣∣ϕ±

CA

〉
,
∣∣ψ±

CA

〉
}.

Alice allora potrà effettuare una cosiddetta misurazione di Bell sullo stato interme-
dio, ovvero dovrà proiettarlo sulla base {

∣∣ϕ±
CA

〉
,
∣∣ψ±

CA

〉
}, per poi inviare il risulta-

to di tale misurazione a Bob attraverso due bit classici. Bob, dopo aver acquisito
il risultato della misurazione di Bell condotta da Alice, opererà sulla propria metà
della coppia

∣∣ϕ+
AB

〉
una certa trasformazione unitaria dipendente proprio dal ri-

sultato di Alice, ottenendo infine esattamente il qubit ignoto |χC⟩. Per mostrare
la validità del protocollo basta osservare lo stato che si ottiene considerando i tre
qubit insieme:

|χC⟩
∣∣ϕ+

AB

〉
= (a |0C⟩+ b |1C⟩)

1√
2
(|0A⟩ |0B⟩+ |1A⟩ |1B⟩)

=
1√
2
(a |0C⟩ |0A⟩ |0B⟩+ a |0C⟩ |1A⟩ |1B⟩)

+
1√
2
(b |1C⟩ |0A⟩ |0B⟩+ b |1C⟩ |1A⟩ |1B⟩)

=
1

2
a(
∣∣ϕ+

CA

〉
+
∣∣ϕ−

CA

〉
) |0B⟩+

1

2
a(
∣∣ψ+

CA

〉
+
∣∣ψ−

CA

〉
) |1B⟩

+
1

2
b(
∣∣ψ+

CA

〉
−
∣∣ψ−

CA

〉
) |0B⟩+

1

2
b(
∣∣ϕ+

CA

〉
−
∣∣ψ−

CA

〉
) |1B⟩

=
1

2

∣∣ϕ+
CA

〉
(a |0B⟩+ b |1B⟩) +

1

2

∣∣ψ+
CA

〉
(a |1B⟩+ b |0B⟩)

+
1

2

∣∣ψ−
CA

〉
(a |1B⟩ − b |0B⟩) +

1

2

∣∣ϕ−
CA

〉
(a |0B⟩ − b |1B⟩)

=
1

2

∣∣ϕ+
CA

〉
|χB⟩+

1

2

∣∣ψ+
CA

〉
σx |χB⟩

+
1

2

∣∣ψ−
CA

〉
(−i)σy |χB⟩+

1

2

∣∣ϕ−
CA

〉
σz |χB⟩ (5.26)
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Quindi, quando Alice compie la misurazione di Bell proiettando questo stato sulla
base {

∣∣ϕ±
CA

〉
,
∣∣ψ±

CA

〉
}, ognuno dei vettori di base ha la stessa probabilità di essere

osservato. Questo, matematicamente, comporta che, a seguito dell’interazione tra
il qubit ignoto e il suo qubit entangled, Alice misurerà uno dei vettori della base
di Bell appena scritta, mentre Bob avrà tra le mani uno stato puro del tipo σ |χ⟩,
dove σ è uno dei noti operatori di Pauli {I,σx,σy,σz}. Utilizzando il medesimo
codice descritto nel processo del dense coding, si avranno quattro diversi possibili
esiti:

1. Alice misura
∣∣ϕ+

CA

〉
=⇒ Alice comunica 00 =⇒ Bob applica I ;

2. Alice misura
∣∣ψ+

CA

〉
=⇒ Alice comunica 01 =⇒ Bob applica σx ;

3. Alice misura
∣∣ψ−

CA

〉
=⇒ Alice comunica 10 =⇒ Bob applica σy ;

4. Alice misura
∣∣ϕ−

CA

〉
=⇒ Alice comunica 11 =⇒ Bob applica σz ;

Al termine di questo protocollo, quindi, Bob avrà esattamente una copia del
qubit ignoto iniziale |χC⟩ e quindi, come previsto, sfruttando la trasmissione di
due bit classici e una coppia di qubit entangled si è riusciti a "teletrasportare" un
qubit da un luogo fisico ad un altro.

Si vuole specificare che, come mostrato, sebbene il nome suggestivo pos-
sa trarre in inganno, il teletrasporto quantistico è in realtà solo una forma di
comunicazione e non un effettivo trasporto di energia o materia.

Si vuole altresì osservare che la procedura del teletrasporto è consistente con il
Teorema No-Cloning. Di fatti, una copia dello stato |χB⟩ sembra comparsa nelle
mani di Bob, ma affinché ciò sia possibile, il qubit originario |χC⟩ deve essere
distrutto dall’interazione e la successiva misurazione operate da Alice.

Poiché il qubit in possesso di Bob è inizialmente completamente scorrelato
dal qubit ignoto |χC⟩, poiché il risultato della misura di Alice è del tutto casuale e
non rivela nessuna informazione rispetto al qubit ignoto (che altrimenti disturbe-
rebbe irrimediabilmente lo stato da teletrasportare), poiché allo stesso modo i bit
di informazione classica sono casuali (in quanto conseguenza della misurazione),
allora è banale comprendere che è il fenomeno dell’entanglement a permettere il
funzionamento del protocollo. Questa però non è un’osservazione banale: la cop-
pia entangled può essere preparata anche parecchio in precedenza che il teletra-
sporto venga operato, anche prima addirittura che si scelga di effettuarlo: questa
è la grande potenza di questo fenomeno e delle sue applicazioni.

Il dense coding è stato introdotto da Charles Bennett per la prima volta in un
articolo del 1992 [13], per poi essere osservato praticamente con un esperimento
del 1996 [15], e tra i suoi esecutori compare anche Anton Zeilinger.
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Il teletrasporto quantistico, invece, fu introdotto teoricamente dallo stesso Ben-
nett in un articolo del 1993 [14], per poi essere realizzato nel 1997 [16]. Più re-
centemente, nel 2017 [26] si è arrivati a teletrasportare uno stato quantistico ad
una distanza record di 1400 km, impiegando un sistema di comunicazione tra la
Terra ed un satellite.

Quanto visto in quest’ultimo paragrafo sono solo alcune delle innovative ap-
plicazioni del fenomeno dell’entanglement. Nell’ultimo trentennio si sono svi-
luppate innumerevoli teorie e proposte di applicazione, soprattutto nell’ambito
dell’Informazione quantistica [22], che, se correttamente messe in atto, potreb-
bero portare a futuristici miglioramenti nella crittografia, nella simulazione di
sistemi complessi (con applicazioni fondamentali in biologia), ed in generale
nell’ingegneria informatica.

Sfruttare a pieno le potenzialità di tale fenomeno potrebbe quindi portare al-
l’avvento di un computer quantistico completo, consentendo all’umanità lo svi-
luppo di nuove e più efficienti tecnologie.



Appendice A

Differenza tra miscela statistica e
sovrapposizione lineare

Esistono numerose evidenze della discrepanza tra i concetti di miscele statistiche
e sovrapposizioni lineari; in questa discussione ne vengono proposte alcune di
tipo teorico.
Siano |ψ1⟩ e |ψ2⟩ due stati, per semplicità assunti come ortonormali:

⟨ψ1|ψ1⟩ = ⟨ψ2|ψ2⟩ = 1

⟨ψ1|ψ2⟩ = 0.
(A.1)

Come esempio |ψ1⟩ e |ψ2⟩ potrebbero essere due autostati della stessa osservabile
B, associati a due autovalori distinti b1 e b2 . Si ipotizza allora che il sistema si tro-
vi nello stato |ψ1⟩; applicando i postulati del primo capitolo si potranno calcolare
tutte le probabilità riguardanti i risultati delle misurazioni su una detta osservabile
A. Sia allora |an⟩ l’autovettore (normalizzato) associato all’autovalore an (assun-
to per semplicità non degenere) di A, la probabilità P1(an) di trovare an quando
A viene misurato sul sistema nello stato |ψ1⟩ sarà pertanto:

P1(an) = |⟨an|ψ1⟩|2. (A.2)

Analogamente per uno stato |ψ2⟩ si può definire la quantità:

P2(an) = |⟨an|ψ2⟩|2. (A.3)

Sia ora |ψ⟩ uno stato normalizzato, sovrapposizione lineare di |ψ1⟩ e |ψ2⟩, come
descritto nel secondo capitolo si avrà:

|ψ⟩ = c1 |ψ1⟩+ c2 |ψ2⟩
|c1|2 + |c2|2 = 1.

(A.4)
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Come già visto nel secondo capitolo, quando il sistema si trova in uno stato di
tale tipologia non è raro leggere che si ha probabilità |c1|2 di trovarlo nello stato
|ψ1⟩ e probabilità |c2|2 di trovarlo nello stato |ψ2⟩. Come è stato già chiarito, con
questo modo di dire si intende indicare che se |ψ1⟩ e |ψ2⟩ sono due autovettori
(assunti normalizzati in questa trattazione) dell’osservabile B, corrispondenti a
due autovalori distinti rispettivamente b1 e b2, allora la probabilità di trovare b1
quando B è misurato è pari a |c1|2 e quella di trovare b2 quando B è misurato è
pari a |c1|2.

Queste considerazioni, se accettate senza la corretta chiave di lettura appena
proposta, potrebbero condurre fallacemente a credere che uno stato come quello
descritto nell’equazione (A.4) sia una miscela statistica degli stati |ψ1⟩ e |ψ2⟩ con
pesi probabilistici |c1|2 e |c2|2. Tale interpretazione per lo stato |ψ⟩ è però sbagliata
e conduce a predizioni fisiche inaccurate, come si vedrà in seguito.

Si mantenga la definizione (A.4) per lo stato |ψ⟩ e si supponga di voler calcola-
re la probabilità P(an) che una misurazione operata sull’osservabile A restituisca
l’autovalore an quando il sistema si trovi, appunto, nello stato |ψ⟩. Dai postulati
si calcola questa probabilità come:

P(an) = |⟨an|ψ⟩|2 = |c1 ⟨an|ψ1⟩+ c2 ⟨an|ψ2⟩|2, (A.5)

da cui si ottiene facilmente

P(an) = |c1|2|⟨an|ψ1⟩|2 + |c2|2|⟨an|ψ2⟩|2 + 2ℜ{c1c∗2 ⟨an|ψ1⟩ ⟨an|ψ2⟩∗}, (A.6)

che, tenuto conto delle equazioni (A.2) e (A.3), diventa:

P(an) = |c1|2P1(an) + |c2|2P2(an) + 2ℜ{c1c∗2 ⟨an|ψ1⟩ ⟨an|ψ2⟩∗}. (A.7)

Se, invece, |ψ⟩ fosse considerato come una miscela statistica, banalmente la
P(an) dovrebbe essere una somma delle probabilità in (A.2) e (A.3) pesata dalle
probabilità relative |c1|2 e |c2|2, ovvero:

P(an) = |c1|2P1(an) + |c2|2P2(an). (A.8)

È banale osservare che quest’ultimo risultato è diverso da quello ottenuto nella
(A.7).

È stato dimostrato dunque semplicemente che è sbagliato considerare uno sta-
to descritto da una sovrapposizione lineare di stati alla pari di una miscela stati-
stica, poiché tale interpretazione eliminerebbe tutti gli effetti di interferenza che
compaiono nel doppio prodotto della (A.7), ovvero gli effetti dovuti alla fase re-
lativa dei due stati in sovrapposizione, di rilevanza fondamentale nelle predizioni
fisiche.
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